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LITTLEWOOD，S NUMBERSIN SHORTINTERVAI．S  

By  
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1．lntroduction  

In1923Hardy and Littlewood［4］cortiectured that every su侃cientlylarge  

integeriseitherak－POWerOfanintegerorasumofaprlmeandak－POWerOfan  
integer，fbrk＝2，3．De6ne a Hardy－Littlewood number（Hしnumber）to bean  

integerwhichisasumofaprlmeandofak－pOWerOfaninteger，k∈Nlん≧2・  

Let X be a sufhcientlylargeparameter．Denote byElthe set ofintegerswhich  

are neither an Hしnumber nor a power ofaninteger，1et Ek（X）＝Ekn［1，Xl  

and Ek（X，H）＝Ekn［X，X＋H］，Where H＝0（X）・Hardy－Littlewoodls cortjec－  

tures are equivalent to Ek（X）《1・   

The best known result on E2（X）wasindependently proved by BrGnner－  

Perelli－Pintz【1］and A．Ⅰ・Vinogradov［14］：   

乃どrピビガ如∫〟（．－〝1〟／りJ叩∫肋）どぐ0〃∫Jα〃J∂∫〟ぐ力J如才  

匿（∬）l《∬＝   

In1992Zaccagnini［15］proved thatsucha resultholdsinthegeneralcase  
k≧2too．Concemingshortintervals，Pere11i－Pintz［10］and Mikawa［6］proved  

independently：   

エビ／d＞0，ど＞0みピαr抽r叩C川∫加′∫〟〝d〟≧∬7／24＋g；血〃  

悔（弟欄刊《〟log【」∬．   

ln1995Perelliand Zaccagnini［11］proved that such a result holdsin the  

generalcase k≧2too．   

The aim ofthispaperis to prove that we can save a power ofHin the  

estimate oflEk（X，H）l，k∈N，k≧2，fbr Hin some suitable range・   

THEOREM．エビJた≧2占eαβエビd血聯rα〃dだ＝2ん‾2．乃erビg∫血‘7（∫用誹）  

po∫油ピ〟ゐ∫〃／〟抒（・0那加了J∂∫〃（－力才力αJ♪r〃≧ガ7ノ12（トり帖∂  

悔（∬，〃”《〃ト紺5〟）  
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To prove our result we fbllow the circle method settlng uSed by Br血ner－  

Perelli－Pintz［l］，Zaccagnini［15］，Perelli－Pintz［10］andPerelli－Zaccagnini［11］to  

treat the maJOr arCS・So we estimate the contribution ofthe zeros ofDirichlet  

L－fhnctionslocatedin a suitable thin strlP near O・＝1as“secondary main つ，  

terms・In the body ofthe proofwe willuse the zero－denslty eStimate  

∑∑躊Ⅳい，r，ズ）《（〆r）12／5（ト旬 og打）22、  
ヴ≦ア ズ  

（1）  

fbrq∈【1／2，1］，See Ramachandra［13］，and thelog一行ee zero－density estimate  

∑∑＊〃付，r，ズ）《（〆押2叫トげ）、  
（2）  

ヴ≦ア ズ   

fbrq∈［4／5，1］，SeeJutila［5】，Where＊meansthatthesummationisoverprimitive  

Characters and N（0・，T，X）＝l（p＝β＋iy：L（p，X）＝0，β≧o andけL≦T‡ト   

In the proofweinsert alocalization parameter Y＝0（X）n）r the primes  

and write an Hしnumber n∈［X、X＋H］as p＋mk with X－Y≦p≦X＋Y  
and Y／4≦mk≦Y．TheTheoremisobtainedusing Y＝X7／12十10‘ブ十r and H＝  
Y（l－1／k）＋（ブ．The meaning of the previously mentioned constants 7／12 and  

（1－1／k）canbeexplained as fbllows．In the error tel‾m Ofthe explicit fbrmula  

wehavetochooseT≧Xl＋7Jy－1log2xand，tOeStimatethecontributionorthe  
secondarymaintermsusing（2），We havetochoose T≦Xl／2‾′‥‾2（5 ．combining  

suchrelationsweget Y≧Xl／2＋叶9∂whichisalreadysatisfiedsinceinthecentre  

ofthemqjorarcsourtreatmentrequires（1）andhence Y≧X7／12＋（：＋m（）．More－  
0Ver，1n the mean－Square eStimates ofthe minor arcs and of the periphery or  

maJOrarCS，We Wi11choose H≧Y（1－1／k）＋∂   

Thepaperisorganized asfbllows：in section2weshalldehnethequantities  

invoIved；SeCtion3willbe devoted to arithmetic and analytlClemmas whilein  

SeCtion4wewillprovesuitablemean－SquareeStimatesfbrminorarcs：insection5  
WeWilltreatthecontributionofthema」OrarCSandinsection6wewillstudythe  
Slngularseriesofthisproblem．Fina11y，insection7，WeWilldeducetheTheorem．  
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2．Notadons and De丘nitions   

Let n be aninteger，  

月（〃）＝ ∑ ∧（力）and叫〃）＝ ∑1，  

171  
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where＾（n）denotes the von Mangoldt function．Defining   

輿）＝  ∑ 八（堰（叫、魚（α）＝ ∑ ピ（′”た∝），恒）＝ビュ花′貨，  
ガ岬1’≦／J≦ユー＋y y／4≦ⅢÅ≦y  

itis an easy matter to see that S（∝）Fk（∝）＝∑xJ｝，／4≦n≦X十2YR（n）e（n∝）and  

R（n）＝．Il；s（∝）Fl（α）eト画d∝・LetnowQ＝4YIJ／kandconsidertheFareydis－  
SeCtion orlevelQ or［1／Q、1＋1／Q］・Let a／q be a Farey丘action，  

L」ノ＝〈≡＋7川∈Eニ〉、WhereEL＝（一芸，S）1  
ヴ  

湖i＝∪げぺ、‘′、and ロー＝［1佃，1＋1佃ハ汎  
〝≦P‘J＝l  

Where＊means（a，q）＝1and P＜Qwi11be chosenlater・Hence  

榊＝（J即∴r…）  
∫（∝）魚（∝）ピト〃∝）血ニ‰（〃）＋凡，－（〃）、   （3）  

Say・   

LetnowPl＝Y（う，0＜∂＜1／2．AccordingtoLemma13’below，appliedwith  

P′＝Plandl［l≦T＝XY‾lp7log2x，WedenotebyβtheSiegelzero，鳶the  
Siegelcharacter and by戸its modulus・Let now  

トニ ご．  

wherel・＝l・（k）＜1／2isa parameterwhichwillbespeciBedlater・NowLemma  

13′remains true fbr P′＝Pヱ，With a suitable changein the constant（・l・Hence  

戸≦Pミ＼ifit exists．   

Ftllowi。g［1］and【15トandaccordingtoLemmas13／－14／below，WedeGne  

thePニーe，rClu壷d＝erOSaSthezerosofthefunctionsL（s，X）．wherexisanyprimi－  

tive character（modq）．q≦Pユ，1yingin the region  

（12ん十6）loglog∬  
霊tl≦T、iftheSiegelzerodoesnotexist，（4）   仔≧1－   

logガ  
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and，ifthe Siegelzero exists，  

2 ）、  
（12た＋6）loglogガ  ピビ1  

けl≦r，  （5）  
α≧1－   

logガ   1－β）logア  

excludingtheSiegelzerorelativetoP2．Thende負netheP2－eXCludedchara（・（ersas  

theprimitivecharacters（modq）fbrwhichLJ（p，X）＝0，Pbeinganexcludedzero．  

The P2－eXCluded moduliare the moduliof the excluded characters．Let now  

6＝（P2－eXCluded characters‡，8′＝（P2－eXCluded zeros），  

SP＝（Siegelcharacter）and 亡99′＝（Siegelzero）・  

Let further P＝P2．  

Nowwewrite  

∫＋〃＝ 刷）勒恒0（log2抑  （≡）志ズ（芸。，  
where  

粘り）＝ ∑ ∧（J）〟）ピ（Jれ  
∬－y≦J≦ガ＋y  

Letnow  

r（り）＝ ∑：ビ（Jり）and 7冊）＝ ∑／β‾1勅）・  
〝－y≦／≦∬＋y  ．r－y≦ノ≦ガ＋y  

Hence the corresponding approximation fbr S（∝）becomes   

where  

∫（芸＋〝）＝譜r（り）十坤ヴ小首（岬）＋0（log2抑  

和昭…）＝志写T（抽）Ⅳ（ズ，れ  

（6）   

ぶ（恥ヴ，りトr（〝）  ifズ＝恥ヴ，  

ぶ（ズ＊，〝）＋∑β∈れ．γ′ち（〃）irズ＝恥〆，ズ＊∈ぽ∪ダ，  
エ（〝，ズ＊）＝O  

S（x，71）  otherwise，  

肝（ズ，〃）＝  

加、ヴズ（α）T（茄才）  
坤，ヴ，〝）＝－∑ ∑  

ズ∈♂∪－ゾノ〝∈β／∪・ヂ／  

COnd如上（〝、ズ）＝0   

1，（再，  
伸／J   

COndxistheconductorofxandxo，qis theprincipalcharacter（modq）・  
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Moreover we de員ne   

上′）（y車′某′′′′卜1＝．一三醐（帖輌  
〟Ⅶ1’≦／≦‘t′ト†r  

り4≦J〃人≦†’  

173  

and   

、rJ  
エ（y、′7）＝   凡（〝）r（〝）ビト叩）〟〝・  

For Fl（3（）we LISe the fbllowing approximation（see【15］，Lernrna5．1and  

p．400）：  

醐＋Aん（刷）1  
n（≡＋り）ニ㌍  

where  

Aん（（J，ヴ，り）《京1＋l〝げ）   

and（See eq．（10）ort川）  

川（小 n（佑ヴ）＝妄ど（用ん≡）《ヴトり鬼  

Let further  

（7）  

（8）   

ヴ  

仇（紺′7）＝∑須〟）れ（‘Jlヴ）ぐ  

り▲一l  

，仇（ヴ，〃）＝仇（加井川雄），  

紬凡r）＝霊軌〃），  
（ヴ、r）＝l  

T（斉）仇（ズ、r、〃）  
れ（ズ、r、J了）＝   

J判J・l   

三人（n．R）＝這k（仇R．1）and pk（d，n）＝l（h（modd），hk≡n（rnOdd）†I・  

3． Lemmas   

InthefbllowlngWedenotebycapositiveabsoluteconstant，nOtneCeSSarily  
the same at each occurrence．  

ARITHMETICLEMMAS．WerecallsomelemmasofZaccagnini［15］（inthecase  
k＝2they are due to Br血ner－Perelli－Pintz［1］）・   
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LEMMAl（Lemma4・lof［15】）・Let（ql，q2）＝land xq，be aぐhurac（el■  

（mod射），プ＝l，2．7伽〃  

仇（ズ飢ズ軒別払〃）＝右1（酌）ズヴコ（飢）仇（ズ射，裾〃）仇（‰灘両・  

LEMMA2（Lemma4．20f［15］）．仇（p，n）＝P（pk（p、n）－1）・q’〃（q）≠O fhen  

悔（ヴ，乃）l≦頼－1）（両）  

The nextlemmais Lemma5．20fMontgomery－Vaughan［7］．  

LEMMA3．〝ズねαぐ如r〟ぐJビr（modす）血如適わ＝毎〃血柚－どぐ力〟J■（汀Jビr  

ズ＊（modr）．乃ど〃両α〃dT（ズ）＝〃（ヴ／r）ズ＊（ヴ／㌻）T（ズ＊）〟〃d一丁（ズ＊）l＝′一りコ  

LEMMA4（Lemma4．40f［15］）・Lefx（modr）beaprimit血（・h〟r〟（1”・777”1  

≦r3／‘コ   圃由，伸3／2酢－㌍）   
In the nextlemma we cite Lemma4．50f t15］and we state also a short  

intervalversion ofit whose prooris totally analogous．  

LEMMA 5．LelA∈N．I穐have  

∑d（U（ノ）《r（logr）」‾1  

ノ≦r   

エビJル〃力どr y＝0（∬）．杵セカαUg  

∑  月叫〝）《y（log∬）月岬Ⅰ  

ズー（5／4）y≦〃≦ガ＋21′  

LEMMA6（Lemma4・60f［15］）．Let x（modr）be a primttiue charaぐter，  

y＝0（∬）α円d∬－（3／4）y≦沼≦ガ＋2y．乃g乃  

凧（札付ズ，ヴ，相《（logタ）友   
缶 押（曾）  

両  

LEMMASONEk（0：）・Wefirst state Gallagher’s fhmouslemma（Lemmalof  
［3］）whichis a fundamentaltooltoestimate trunCated Lヱnormofexponential  

SumS．   
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LEMMA7・エビJ机，‥．，〟〃占ビ〟r占加〝坪r紺／乃〟用毎r∫．mど〃カr叫Vβ＞0  

叫－   他州l2恒Jニ楼   

Using Lemma7the fbllowlnglemmas can be proved，  

LEMMA8（Lemma5．20f［15］）．jbr anyinteger s≧ck2logk，C behlg a  

∫〃血ゐ／ピ〟鮎（）J〟Jど川〃∫肋朽Wピカαぴど  

l瑞酬2・ゞd〃《y（叫帖1  

LEMMA9（Lemma5．40f［151）．LetO＜0＜Yl／kJ．nm  

胸（州ユ函《y三世1  

The nextlemma was proved by Perelli－Zaccagnini［11］，eq．（39ト（40）・   

LEMMAlO．エビJ（（用）＝1〟〃dlヴl＜1／ヴe．乃ど′7  

yl．・■トl  

】〝l   

The next Lemmais a modi鮎d version ofthe Lemma proved at page199  
0fPerelli－ZaccagniniLll］．The di能renceisin thelast term and follows ftom a  

di能rent estimate orthe divisor runctioninvoIvedin the proofin rll］・   

LEMMAll・エビげ（・Y，〕ノ）＝項＋∑．甘粕）∫ノM壷rどダ≧2f川伽d如♂ビr  

‘沼〟軋り〟rピr紺トu‘血〟▲ル′〟血肌エビり∝－〟付＜1／ヴ2‘∫′－d（α，ヴ）ニ1．侮〃ノ掠  

r，凡ヴ≦ガαJ7dノわJ■抑ピり・£＞0けど／‡肌フど  

ピ（榊））トr尺（去十去＋蕊）り〟r珊り£／一〟，  
】某r転  

ltゾ7ピrど〟＝2ムーヱ  

ANALYTIC LEMMAS．In thefbllowlngWeStateSeVeralresultsonthedistribu－  

tion ofzeros ofDirichlet L－functions and on some summationsinvoIving such   
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ZerOS．The fbllowlng Lemma can be proved fbllowlng theline o壬、the prooror  

Lemma120f Brtinner－Perelli－Pil－tZ［1］・  

LEMMA12．エビりγ1く∬／ヴ9〟〃〟1／ヴ9≦l項≦1／2・川棚  

．l′〃t  

T－」－小－、t、二†‥．                   l〝l  

Now we reca11some analytlC reSults on zero一汁ee reg10nS fbr Dirichlet L．－  

functions．  

LEMMA13．d．－∫〟Ⅲピ r≧0．刀J肌′ ど．Y雨．v（J川那／ご〃け（・l＞（）．＼・J〟ノJ／／7（J／  

りα＋れズ）≠Olt東門飾ピr  

ぐ1  

J≧1－   い、モー7’  
max（logア′川og（r＋3）loglog（r十3））1′′4†’   

ノiノr〟／／〟把βr如け〟lフど‘・力‘′用（・総門ズ川（ノ血／〃ヴ≦グバ血石血り刷・．y／仙（′．T（叩血〃イ（JJ  

′一っ（J∫g…7ピpr如7f血ピぐ石肌汀抒rカ（modけ圭＝＝雨．叫〟把ぐ／7（肌汀佃一々山神（ノ（ル（J／／（・  

〟〃d血（〟′殉乙′ビ）ピ∫㍑画0′7‘～／ニどr〃βq／●エ巨、虐）よyrピα／，．血〝フ／＝′7r／．…／坤…  

（■コ  ぐ1  

≦1－β≦   
〆り2logユダ  max†logP′；（log（㌻十3）loglog（r十jけ、′ヰ〉  

The previous fbrm orthe zero－丘ee reglOn fbr Dirichlet L．－f．unctions cとIn be  

fbundinPrachar［12】，Ch・8，Satz6・2・InourcasewehavelogTxlogP／．Hence  

（log（T＋3）loglog（T＋3））3／4＜logP′fbrXsufncientlylarge．Soin托ICtthezero  

n・ee－reglOn Lemma13becomes  

LEMMA13／・Assume T≧Oandlog（T＋3）xlogPJ．mt・ree．Yisl．”］川n．T（un（  

ぐl＞0甜d＝血〟上（打十gg，ズ）≠OlrゐビJ？どl）Ⅳ  

J≧ト戸一回≦r  

♪r〟／／血pr油油ピC血7rαrJer∫ズ椚0血わヴ≦P′，－一朗血po∫∫f抽ど∫（叩Jわ〃（そ／■‘JJ  

用0∫′0′7ピタr加〟涙ぐゐα和ぐJピr腐（mod声）・〝－∫Jど血J∫，血（血rαぐ如一点れ甲仙血血・  

〟〃d血（〟〃桓〟ど）g∫ぐ甲〟棚αJニerOβ〃、ェ（∫，鳶）由撒れ裏叩壷α－d∫〟r榔ピ∫  

C2  ＿， ハ ＿  Cl  
≦1－β≦     、▲ r上 

戸り2log2戸‾   logア′  
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Concernlng agaln the distribution ofthezeros orDirichlet L・・functions，We  

stとIte the fbllowlng fbrm orDeurlng－Heilbronn phenomenon・lt can be proved  

usingthefllnCtionmax（logP′；（log（T＋3）loglog（T＋3））3／4）insteadofthehlnC－  

tionlogP′＋（log（T十3）loglog（T＋3））3／4intheproofofLemma20rPeneva  

判．  

LEMMA14．∽7（ねrJ／7ぐ．－α川ピカ〝のJ力ど∫ピ∫（イー⊥ピタ珊7〟13，打βピ・てね札J／‡ど〃ノわr〟Jノ  
J毎βJ・血〟J血ぐ力〟r〟ぐ肋1－ズ／′〃〃（わ血ヴ≦P′，エ（汀＋れズ）≠0け毎〃押ピノメ  

P′，r） 蒜log（て  ビ（－1  

けⅠ≦r、  げ≧1－  
ノ■（  1－β）ノ’（P′，r）   

llゾ7（り一ピノー（P′、r）＝mとIXilogP′：（log（r＋3）loglog（r＋1））ヨ′4†肌／β′＝才子／／血  
…め▼（リ1・叩血仇  

Using thc sLune remark after Lemmと113we hと1Ve・  

LEMMA14′．L九九＝／け常用相互叩刷／？ぐ∫（ノ．＝イエ抑晰朋13′、〝◆β（血叫〟削りわ川／／  
／力（ノ函／H／〟＝ノ（1／7（肌〃骨㌻．Yズ柚ノ血んノヴ≦P′、エ（け＋れズ）≠Ollゾ7ど′郁どJ■  

ogf” 詣log（て  

（で1  

け蔓≦r、  け＞1－  
l  1岬β）logP   

ll，fJ力β／∫．－J／／／／力ぐ棚（l，ぐ・て（叩血〃・  

The nextlemmais alocalized version of Lemma 4．3 0f Montgornery－  

Vaughanl7l・  

LEMMA15．Let y≧X7／12用d＋f：，T＝Xl＋7（）y仙11og2xandPbeasd＃ned  

血．一代車√用 2．γ77ピ〃  

∑∑木  
r≦P′rmndr）  

maX  maX  
．キ’一三）’≦＼≦ユ’十三y†′′／4＜ム≦†’  

《G（logy）‾封ト」＋P‾り3，  
（9）   

llゾ7ぐrピ  

＼ ∑（∧（J）－1）げ－′■＝1  

／＝、卜／J   

＼、 ∑＃∧（／）拙＝  
／ニ＿＼－／J  

．1 ∑  
／ニ．＼・一Jl  

∧（／）ズ（／）＋ ∑  
／）∈βJuヅJ  

げ’r＞1  
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（1－β）logf）折βeズ由J∫  

1げ’βゐピ∫榊Jピ血J・   
（沼（′  G＝  

PROOF．The prooffbllows theline ofTheorem70fGallagher【3］（inits  

e鮎ctive fbrm due to Montgomery－Vaughan［7】，Lemma4・3）in which xis  

localizednearX．Thedi飴rencesherearethatwesumonlyoverthenoトexcluded  

ZerOS，theuseofLemmas13し14′aboveandofthezero－densityestimates（1）and  

（2）．For seek ofcompleteness，We Sketch the proof・First weinsert，in theleft  

hand side of（9），the explicit fbrmula，See，e・g・，Davenport【2］，Ch・19，  

人（〃刷＝…，皮－ 蛋，左若＋鯨og2頼り4logヰ（10）  
Where∂x＝1ifxistheprlnCIPalcharacter，∂x＝00therwise，∂x、k＝1ifx＝腐and  

4x，虐＝00therwise．Wegetthattheerrortermoftheexplicitfbrmulafumishes  

totalcontributionin（9）whichis   

《〆 log2ズ《log2∬《ダーl7  葦票ミy（ヵ＋紆芸妄言  
ガ＿2r∬十2yy  

Since fbr our choice of T the second error termin（10）is negligible．We  

remark that（xP－（x－h）P）／p≪hxP－1andthatmaxx－2Y≦∫≦X．2YmaXY／4＜摘†′  

（h＋Y／P4）¶1hxP－1《（X岬2Y）β‾14：XP－1，SinceX－2Y》X．   

Usingthedennitionof∑＃，theexplicitfbrmulaandthepreviousremarkswe  
have to estimate  

≠ゲ′ 呂ふ妄ズβ－1≪Jご叩ガα－1宗ズ（妄ヴ，〃（軌＝ogガ〟打  
方≠ぽ∪・γ  g¢β’∪．ア  

け1′2呂ズ（妄。，〃（喜，r，ズ），  （11）  

Where71（P，T）isoneofthefhnctionsde負nedin（4ト（5）（accordingtotheexistence  

Ofthe Siegelzero）．   

By（1）the secondtermin（ll）is  

6／5  
ギガlog2ガ   

《∴才一1／2  
（logガ）22《ガ‾り2アサ5（ガ5／12－ど／2）6／5（logガ）22  

《ダー㌧  
（12）   
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Now we split theintegralaccording to the range ofvalidity of the zero－  

density estimates（1）and（2）．For o・∈［l／2，4／5］we get  

12／25  
ギガlog2∬   

ズ竹‾l∑∑〃い，r，かogガゐ《（log∬）23JrWl／5  
ヴ≦アズ（nlし－dヴ）  

《（log∬）2ユズ岬1／5（∬5／12－～‥／2）12／25ァ】12／25 ＜＜f「1／3  

Let now o・∈【4／5，1－q（P，T）〕・We have  

（13）  

上二7（P’r） 

ガけ－1 

ズ（。，  

〃（J，r，ズ）log∬dJ  

∬畑 《上ごげ、r’ ogガ（  

→什凸r）  

′■5  上  

∬＝／…冊】1）logガ〟げ《ガ‾（1／6）棉r）   
（14）  《  

Irthe Siegelzero does not exist，then   

XT（l／b）］ハPJ）《eXPト（l／6）（12k＋6）loglogX）＝（logX）．2kJ （15）  

Ifthe Siegelzero exists，then  

（…．P）  
（  

∬－（1／b）畔7’）《eXp   －（2々＋l）loglog〟log  

《（1pP）logPexp（－（2k＋1）loglogX）  

《G（log∬）‾2た‾1  

Lemma15now fbllows ftomlogXxlogY and（11ト（16）・   

Usingthesameargumentin Lemma150neCanObtain thefbllowlngreSult  

on a sum over the excluded zeros．  

LEMMA16．エビJr≦ガl′′ユーとクーヱ・乃ピrピど血′∫〟即∫油ど‘一冊∫′α〃′ぐ∫〟ぐ力血′  

呂ズー芸。，某，ガβ《Gガ叩〔ぐ岩），  
ズ∈磨  

11▼如rピG由瑚乃ビd〟∫加エビJ乃∽〟15．   
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PROOF．We argue asin Lemma15startingn・Om（11）・We have  

180  

ガ宗ズ（妄〝）芸，汁l《ガJ－ニ十  
′∈・で  

∑ ∑ 呵れr，幻logガ‘わ  
イ≦アズ（111ud小  

′∈－く  

十方ト刷r） ∑ ∑呵1一別（P、r）1r、れ  
ヴ≦アズ（mいd小  

（17）  

whereJ71（P，T）isoneofthefbnctionsde触edin（4ト（5）and77コ（P，r）isoneor  

the Functions de頁nedin Lemmas13′and14／（according to theexistence orthe  

Siegelzero），Usingthedensityestimate（2）andintegrating，Wehavethattheright  

hand side of（17）is《Xl‾Z：r7：（P・T）＋Xト（l／6）qtLP・T）《Xト咄Ptr）・Hence、ir the  

Siegelzero does not exist，We get that the right hand side of（17）is  

《撤pしだ怒芸）・   

Ifthe Siegelzero exists、We have that the right hand side ofl（17）is  

《ガexp（瑠log（  
どぐl  

（1鵬β）logf）  

《X（トB）logPexp（－ど篭芸）”Xexp（－（・監芸）  

and Lemma16fb1lows．  

Thelast twolemmas ofthis section willbe usefulto evaluate the behaviour  

Orthe main term and ofthe“secondary’’main terms．  

LEMMA17．エビJ〝∈［∬－（3／4）y，ガ＋2y］〟〃d虐∈・ゲノ・乃ピ′＝力ど′■ピピ血J∫〟  

ぐ0〃・∫′〟〃′r＞0∫〟（I力J加エ（y，〃トエ〆y，〃）≧ぐGyりん  

PROOF．By Lagrange’s theorem we have   

⊥（y，〃トムβ（y，乃）＝ ∑（1－〆‾1）≧〔・yl／々（トアβ▼1）  
J十川Aニれ  

〝－y≦J≦片＋y  

rノ4≦用人≦y  

≧ぐyりん（1－β）logf，≧（・Gyり鬼   

LEMMA18．エビ＝7∈【ズー（3／4）y，ガ十2yト 乃g〃 才力ビrどビガ血α乃〟占∫β加p  

co〃∫加＝－＞0∫〟Cカ血Jlら（y，〃）l≦cyり々∬β‾l   
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PROOF．WellaVe  

181  

∑   
恒㌧川人l〝【l≦yl／ん（ガ∴－y）世㌧《yl／んガβu】l 

′卜．1∴小1■く川人く／巨．l‘十r  

）■ノヰ≦…人定I←  

lエ′ノ（y，′刷≦  

sillCe 芳一y＞＞耳．  

4．Mimor Ar亡S  

Following theとIrgument Of、perelli－Pintz LlO］，We Subdivide［1／Q，1＋1／Q］  

in H adjacentintervと11s］），jニ1…、H，and we use the estimate K（f7）＝  

∑一r≦川≦」・＋［J e（）7”7）《1－1in（H・l／17］H・Then we obtainluSing also the Prime  

Numbcr Theorem，that  

か－（′～）tユニ．い（湘）．J－…新帝油朝′憲  
／／ 〃 《∑∑  

〃  

′′－－1……（輔「血糊（瑚  
（／コ（J‡  

】【‾、‾‾′‾ハー、‾’ノー 

／√加 1＋巨ノ1  

（、r′′伽柚札－・醐㍉ノ∝ 
）  

JJ  

《〃logメゾ∑  

／王  

《〃y（刷コ（帯右ヤ 両）・   
（18）   

RecallingQ＝4Yトl／k andlettingH＝QP，Weremarkthat，fbrl≦q≦P，  

wehavel／qQ≧1／Handthat、irP＜q≦Q，Wehavel／qQ≦1／H・Wewillprove  

（J二：｝’＋に腑十〝）ド  

〟り《yユ／＝㌣1／2  fbrl≦ヴ≦ア，  

J三二輪＋り）lヱ  
函《戸車1J）－り2〟 肋タ＜す≦¢・  （19）   

Letl≦q≦P．By LemmalO we have  

（J二三’－＋Jニ三7；｝，）  
つ 
dり《y2／′ん－2 Jニ：：ニ，古 画《  

and the Brst part of（19）fb1lows・  
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Letnow P＜q≦Q．Arguing asin eq，（41ト（43）ofPerelli－Zaccagnini［11］，  

We get  

J三三梢＋〃）l2函《〃－21≦‘∫芸yl」〃  
∑。l＋憲， （20）  

where   

芸一軒）〃ノd朽），  ＝。＝y】某ne（榊≡）max（0，  
P（n，d）＝∑㌶（さ）njdkTjandYl＝（Y／8＋H／4）1′k，Yi＝（2Y－H／4）l／k・Hence  
by Abel’sinequality we have  

（21）   ∑‘∫《〟y，㌍y。転e（榊≡）卜  
Applying Lemmallwith g＝k－1，α＝ka／q，F（x，y）＝P（x，y），T＝  

H／Yト1／k，R＝yinto（21），We have，Since ka／q＝a′／qIfbr some q／》q and  
（α′，ヴ′）＝1，that   

∑  
1≦J≦〃／yト叫  

《〃2y2／々－1＋どP【1／〟  
（22）  

Now by（20），（22）and H＝QP，the second part of（19）fbllows．  

Using（18）and（19）we丘nally get  

〃y2／竹ogガ）2 〟y2／た   
．l■－ト〃  

∑lRm（〃）lヱ≪  

〃＝．l■  

（23）   くく  
タ1／（2∬）  、、p2ノ（5〟）－  

5．Major Arcs   

Using what we have seenin section2，We Can Write  

‰（〃）＝裏窓仇輌J㍉仰（軒輌  

＋宗若柚）十〃批  凡（り）か（α，ヴ，〝）eト叩）函  

＋左若佃）車旺醐（醐）函）如  
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＋呂姜＊ピト批A両用）∫（芸＋り）車輌  

＝∫l＋量＋ぶ3十範，  

183  

（24）  

Say・  

EsTIMATE OF S4．Using（7），the Cauchy－Schwarz estimate and the Prime  

Number Theorem，We have that  

ふ《呂拙こ（1刷ヰ用購＋掴1′2   
1／2 

《蒜宗則・鞘㌦句）《  

fbr∂＞O su用．ciently small．  

≪（芸）り2，（25）   （ylog∬）りユタ15／ユ  

yり之  

EvALUATrON OF Sl．First of allwe remark that  

∫l＝宗霊仇輌J三  
香（〝）r（〃）e（一明車両  

ヴy 

＋0（宗鑑凧（刷（Jニ＋．仁：：ヴy）榊）r（榊）・（26）   
Intheerrortermweestimateexplicitelyonlytheintegralover［P4／qY，1／2］．  

Theotheronecanbeestimatedinacompletelysimilarway．ApplyingLemma2，  

H61derinequalitywithsasinLemma8，T（77）《min（Y，1／Jql）andLemma5，We  

get that the error termin（26）is  

（棚  

（上榊－2∫d刑ニy軒抑d 
〃）  

（ん－1）叫ヴ）  

《∑   
ヴ≦♪   叫小  

yl〃十1／2∫yl仲 r（ん－1）…拍）  
《yl／ん（logfヅア‾3仲《yl／たタ申 

＜＜  

押∫ 缶 両）  

for∂＞O su抗ciently small．Hence（26）becomes   
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ふ＝1（yノ7）念〃擁）＋0（yりん竹   

＝6ん（〃，♪）エ（y，′7）＋0（ylノんp‾l／′・り ．  

184  

（ヱ7）   

EsTIMATION OF S2．Using（6）、the Cauchy－Schwarz estimate al止fbr‘∫＞＼O  

Su取ciently small，Lemma9，We have that  

…ザ  ∫2《呂志写IT（抑州（Jlモ．ニ凧（州ザ（t．ニ  
《y拙′ 

彗声惹崎鮎川（－fご‘；ル（岬）lザ  

（ヱ8）   

Weremark，fbrpl’imitivecharactersx、COndx＝rFq，that W（xx（）．q、77）＝W（X、′7）＋  

0（（1ogqX）コ）．Itiseasytoseethatsuchanerrortermisnegligible．UsingLemmと1  

6and the explicit fbrmula fbr¢（x，X），See（10），We get  

lT（戻訂諦）〃A（勅  量《y（ト村仲 
∑∑＊  
r≦アズ（mod／う  岬（ヴ）  

《y（2‾紺2竹 
ogy）A∑∑＊  

r≦♪ズ（modJう  

（  

∑∑＊  
r≦Pズ（modr）  

《yりん（logy）た  maX  maX  
ズー2y≦・V≦∬＋2yり4＜／J≦y  

（29）  

ChooslngnOW T＝XY‾lp7log2xanduslngLemma15with Y＝X7／12十rPIO、  
We get，ftom（28ト（29），that  

yり友  yり竹ogy）ん  
∫フ《G  

（30）   

（bgy）…－   ァ1／3  

EsTIMATE OF S3．First orallwe remark that  
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苅＝一芸ズ芸y呂雪謡仇（加調〃）β。某ゲ′上醐（帖舶  
COndズ＝r桓 巾  

185  

＋0（芸  

lT（布諦）  

∑ ∑   〃友（加，ヴ…，月）  
ズ畠音‘′缶 押（ヴ）  

COndズ＝rIヴ r桓   

×′ほ甜ご：‡y＋・仁：：。y）醐（梱 
）   

（31）   

Intheerrortermweestimateexplicitelyonlytheintegralover［P4／qY，1／2l．  

The other one can be estimatedin a completely similarway・   

NowwesplittheintervalofintegrationaccordingtoP4／qY≦q＜1／qQand  
l／ヴe≦7≦り2．   

UsingtheCauchy－Schwarzinequality，LemmalOandParsevalidentlty，the  

Brstintegralis  

…・2d州一柚り）り2  
（．r  1ノ（J¢  ♪4／可y  

胸（〝）ち（柚函≦  

（J  l／ヴ¢  ア4／〃y   

y2／た‾2軒‾ヱd〝  （yガ2β‾2）り2  《  

《P仙棋yり々ガβ－1   

（32）   

Using H61derinequality with s asin Lemma8，Lemma8and Lemma12  

（SinceT＝XYvIp71og2x≦X／qQfbr∂＞Osufhcientlysma11），thesecondinte－  

gral is 

…  

・珊瑚両）  
Jニこ醐冊≦（腑叫耽  

（コ∫－1）／ユ∫  

二萱－＿二＿   

《ylルーり（ユヾ1ガβ一l  

《yりトり（ユT）∬β‾1（ヴ¢）1ハエり《P‾り（ヱ∫）yl／ん∬β‾1  
（33）   
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Hence，uSing（32）－（33），Lemmas6and16，the errortermin（31）is   

《ダ‾1仲）yl／た∬‾1 ∑（logP）々∑ ∑ ガβ  
r≦♪  ズ∈β∪・ダ／ノ∈βノ／∪・ア／  

伝票′妄′冊）  
《クー1／（叫yりた∬－1   《ylルタ‾り世） ，（34）  

Sinceβ＜1．   

Using Lemmasland3，the丘rst termin（31）becomes  

T（ズ）〃々（ズ，r，〃）  豊仙ノ（r）仇（町ノ，〃）∑エ榊）  
ノr  ／ノ∈げ／∪・‘′ノ／  

－∑∑   
r≦♪ズ∈♂∪，ゾ′  

ズ（modr）   

叩（r）  

T（鳶）仇（ズ，r，〃）［／JU）  
∑∑  
r≦アズ∈β∪．ア  

ズ（modr）   

∑∑  
r≦アズ∈β∪．ゲ′  

ズ（modr）  

ノ芸′．芳紳（ノ，〃）∑エル〃）            ／′∈β／∪ノ′′J  
（ノ、r）＝l  

叩（r）  

れ（ズ，r瀾（〃，‡，「）′沌∑ゲノ′エ〝㈱  （35）   

Hence，by（31）－（35），Wefina11y get  

∫3＝一芸ズ左ゾ粕哺（〃，‡，r）′J∈妄ゾ′エ抑）＋0（yl／中世））・（36）  
ズ（modr）   

Hence，什om（24），（25），（27），（30）and（36）we get  

柚哺（〃，‡1r）′ほ某．／～′エ榊）  ‰（〃）＝6パ〃，P）エ（y，〃卜∑∑  
r≦♪ズ∈β∪・リノ  

ズ（modr）  

yり々♪－1ノ（31り＋G   ＋0  
（37）   

6．The Singular Series   

HerewefbllowcloselytheapproachofZaccagnini［15］andPerelli－Zaccagnini  

！川・   

Asin section120fZaccagnini［15］，1et P＊＝P4／5and write  

g＝（1）∪（r≦P＊，ris an excluded or Siegelmodulus）．  

InthefbllowlngWeWillcallther≦Passma］lmodi（liandtheP＊＜r≦Plarge  
椚肋九漬．   
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LARGE MODUu．The contribution ofthe］argemoduli，Le．r＜r≦P，Can  

be perfbrmed asin section13of［15］．Wejust sketch the main di能rences．   

By eq・（13・1）or【15］we have   

れ（ズ，r，〃）＝誓粁舶〃）†Where巾，ズ，〃）＝∑州））（38）  
／！（modr）   

and f（h）＝hk～n，Nowwe need thefbllowinglemma．  

LEMMA19．Le（X（modr）beaprimitiue（］laraCler．menjbrallbutHr－3／8  

血相肛～・′了∈【∬、ガ＋〃ト＝lど力〟王フど  

可「，ズ，〃）《′一1」パフ（トl‖  

研鱒附坤り仙・r≦〝／100．  

In the proof we have to study  

月（∬，〃，「）＝li′ほ【∬，∬＋叫：（r，〃）≧rり2）land  

上頼■）＝li〃（modr）：（r、〃）≧rりユート   

Sinceitis clearthat A（X、H，r）《（H／r十l）B（r）and B（r）《d（r）rI／2，We get   

〃          d（∬，〃，r）《7所   

Whichis theanalogueofeq．（13．8）of［15］．Therest ofthe proofis thesame of  

Lemma13．lof［15］．   

UsingLemma19wegetthatfbrallbutH（P＊）‾］／4integersn∈［X，X＋Hl，  

we have that  

可r、か7）《∫・ト川7（A」＝  
（39）  

holds fbr allexcluded or Siegelmodulir∈（P＊．P］・   

FromLemmas2and5．we have、1etting R＝P／r，that  

紬凡r）《謡1曲直卜1t《（log軒 （40）  

拍．r）＝1   

Hence we get，by（38ト（40）and Lemmas18and16，that   
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ダー岩戸ズ芸ダ柚r蕨（乃，‡，r）ふ抑）  
ズtmOdr）  

18  

（ 

《＝yl／たズー1（logア）頼（タ＊）‾1／（7（ト‖）  ∑ ∑ ∑∬β＋ガβ  
アポくr≦♪ ズ∈♂／ノ∈β／  

ズ（modr）  

《yl／たグー1／（10（か」））  

holdsfbrallbut《HP‾1／5integersn∈［X，X＋H］．  

（41）  

SMALL MODULI．The contribution ofthe smallmodulifbllows theline of’the  

Corollaryin section30fPerelli－Zaccagnini［11］．Wejust sketch the main diト  

ftrences．Let R＝P／r and  

d（岬）＝掛（糾う2）n血励可→）・                               J小／  

TlleIl  

d（乃，ク車－た勅，r）2）∑掴＝∑ぐ（抽7）、                           ズ（modJ，）    ズ∈ 
．扉（バ  

ズ≠加  

ズA＝加  

say，Whereltd（p）I≦k－1andlc（x）f≦p（p）－l．weapproximate  

6冊r）＝崇（βた（ク小1）  

（甘、r）＝1  

by  

n（習，針r）＝口（1＋d（乃，β，r）），  
β≦尺′  

Say，WhereR′＝Rl／2・Let9（R／）＝（q∈N＼（0）：／J（q）≠0，PJq⇒P≦R′†．Hence  

6パ乃，凡り－坤，月′，r）＝∑月（〃，ヴ1r）＋∑月（〝，ヴ，r）＝∑1十∑ヱ，（4ヱ）  
尺′＜ヴ≦尺  q＞月  

両闇（月′）  ヴ∈少（尺′）  

Say・   

To estimate∑2We argue aSin equations（12．10）－（12．12）0＝15］；Wejust  

Choosedi熊汀entlytheparameterlthere．Wechoosel＝（logP）J／コtoobtain  

∑2《eXp（ぺ（logP）り2）・  
（43）   
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Toestimatethemeansquareof∑lWeargueaSineq・（53）of［11］・We丘nally   

get  

∑，ド《（芸十月）（lo抑《蒜  ∑  
A’≦〃≦ユ’＋〃  

and hence、fbrallbutくXHトL5／40integersin［X，X＋H］，We have  

∑1《メ「1／20  
（44）   

Using（42）叫（44）wehave，fbrallbutHlh（WOintegersin［X，X十H］andall  

r∈．ダ，that  

も（′J、凡r）＝H（1十月（仇〃））＋0（expトぐ（logP）り2））  
／－±尺′  

） ）  

β一1  ＋eXp（－で（logf〉）1／2）．（45）  ＝n   
／）≦尺′   

（β，Jl  
〃lJ■  

Befbre endingthissectionwestate othertwolemmas ontheslngularseries  

that we willuse to頁nish the proorofthe Theorem・  

LEMMA20．凡r〟／／机〟《〃ト叫0油聯r∫乃∈【ガ，∬十叫∽‘7‘‡／Jr∈済＼il†，  

ltI（ノ カ（Jけ  

（
 
 
n
伊
 
 

ハ
し
 
 
 

≦
 
 

＋0（exp（一対og軒ノユ））．  れ（ズ、r，′7揮々  

The proofofLemma20is essentially the same ofLemma14．loff15j・   

LEMMA21（Lemma14．20f［15］）．  

クー擁（p，〝）  
》（logfり‾々  

p－1   

7．Proor the Theorem   

Now we are ready to餌ish the proof．  

From（23）we get  

l尺m（州《y叫♪‾1／（10∬）  （46）   
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fbrallbut≪HP－1／（5K）integersn∈［X，X＋H］・LetC（X，H）theunionofallthe  

exceptionalset encounteredin（41），（45），Lemma20and（46）・Itisclearthat  

lC（∬，研l《〝♪‾l／（5〟）   

Now，丘om（37）and（41），Wehave，fbreverynE［X，X＋HJ＼C（XIH）、that  

鞄i（乃）＝6ん（乃，P）エ（y，〃卜れ（え戸，〃）6ん（〃，坪，戸）エβ（y、′‡）  

一∑ ∑柚，r，〃）6ん（〃，軌r）∑エ′ル，′7）  
r≦タ＊ ズ∈β ／ほげ′  

ズ（modr）  

（  

yり女グーり榊）＋G  
（47）  ＋0  

Now by（45），Lemmas20and21we obtain that  

β一撤（β，〃）  6尤（〃，ア）≧妄口  （48）  

クー1  

and  

クー擁（ク，〃）  
（49）  花（ズ，r，〃）6ん  

クー1  

fbr r∈g＼（1），ifPis su餓cientlylarge．   

Now，by Lemma17and（47ト（49），We have  

1TTダ岬伽（p，〃）  
－4づ二‡二 ∑  

r≦P◆ ズ∈β 〃∈げ′  

ズ（modr）  

火脚と（〃）≧堀  クー1  

＋yりたダーり（3∫）  ＋0   （50）  
logれ1y  

By Lemmas18and16we get   

∑：∑：∑lエβ（y，〃）】≦c′′yり鬼∑ ∑ ∑ズβ‾l≦ぐ（∂）Gyl′ん、（51）  
′・≦P＊ ズ∈♂ β∈♂／  r≦グー ズ∈♂’β∈げ′  

X（modr）  x（modr）  

Where c（∂）can be chosen arbitrarily small．   

Recalling Lemma13′and the de且nition of G we obtain  

G  c′／／  

＝1－β≧  
logJ）轟 rJpv／2log－r   
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Letting v＝V（k）＝1／（3s），丘oln（47ト（51）and Lemma21，We負nally get  

191  

Gylル  

月Ⅲi（〃）》   （52）  

（logy）ん  

fbrevery n∈［X，X＋HハC（X，H）・   

Now，from（3），（46）and（52），We have that  

点い）》Gyり斤（logy）‾々，  

fbr every n∈［X，X十H］with at most O（Hト∂／（5K））exceptions．The Theorem  

fbllows．  
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