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ANALISH IN FREQUENZA CON IL METODO DELLA MASSIMA ENTROPIA
F.ANGRILLI, G.BERT], E.BOLLA( )

1-INTRODUZIONE

Allo scopo di superare alcuni dei problemi (numero dei dati camiponali, risoluzione in
frequenza, necessita di zoom) che si presentano con i metodi di analisi tradizionale e, in particolare per
riconoscere componenti con frequenze molto vicine tra di loro presenti in un segnale con rumore é stato
implementato un programma di calcolo che permette |' analisi in frequenza di segnali con un' elevata
risoluzione e necessita di un numero di dati campicnati inferiore rispetio ai metodi tradizionali. Tra le
varie possibilita offerte dagli algoritmi di analisi sviluppati negli ultimi anni si é scelto il metodo della
massima entropia (MEM o MESA) [4,6,7,15,18,18] e si é voluto controllare se effettivamente tale
metodo consente una riscluzione pil spinta rispetio ai metodi tradizionali e se permette di utilizzare un
numero di dati inferiore[22].

2-L' ANALISI SPETTRALE A MASSIMA ENTROPIA

Il metodo di analisi in frequenza chiamato MESA si basa sull' ipctesi che la funzione di
autocorrelazione @ non deve essere assunta nulla negli intervalli temporali esterni a quelli consideraii;
(come avveniva nella tecnica utilizzala nei primi analizzatori), bensi deve essere introdotta una stima
della stessa basandosi sulle stime precedentemente calcolate mediante i dati noti e senza effetiuare
alcuna pesatura tramite opportune funzioni di filtraggio[8,7) come, invece, richiede di solito I' analisi
di Fourier.

Quindi, secondo quanto proposto da Burg [6,7], si deve selezionare tra tutti i pessibili spettri
che si accordano con i valori stimati della funzione di autocorrelazione quello che ha la pil grande .
casualita, o massima entropia. Per poter stimare i valori della funzione di zutocorrelazione é
necessario applicare al processo in esame un modello di tipo statistico, che & di tipo autoregressivo. L'
utilizzo del metodo di analisi in frequenza MESA ¢é giustificato dal fatio, dimostrabile[18], che questo
metodo é equivalente a quelli autoregressivi. E' molto utile, quindi, poter effettuare la determinazione
dei coefficienti autoregressivi (a,,) direttamente dai dati campionati senza passare per il calcolo del

funzioni di autocorrelazicne, né per calcolare lo spettro di potenza, né per calcolare i coeificienti

autoregressivi.
E' stato scritto un programma in FORTRAN77 su un calcolatore DEC Vax 750 uimzzando I

algoritmo di Burg[4,6,7] per il calcolo dei coefficienti autoregressivi, mentre per il calcolo della
densita spettrale di potenza si & utiiizzata la seguente espressione:

Pm W

P(f)= 5 (1)
o jert At
a e

La frequenza f & limitata dalla frequenza di Nyquist, {< W=1/(2Dt).
Pm, che é la potenza dell' errore del filtro di predizione di ordine m, e i coefficienti a,, sono

legati dalla seguente equazione[14]:

[D] {-a}= {P} (2)

tee

dove [D] rappresenta la matrice di autocorrelazione, -an0=1 e {P}=(Pm,0,...0). Questa equazione

polrebbe essers risclta per iterazioni successive pariendo cen il valore di Py ricavato [14]) dalla:

{ N
= (D/ = — y, X 3
Py ©0) 92 (3)

La equazione (2) ha m+2 incognite (@m1im2mm®P(m).Py) ed é costivita da m+1 equazioni.

Perché la soluzione sia unica & richiesta un' zlira equazione. A tzale scopo si impone che la potenza dell’
errore del fillro preditiore di ordine m sia minima. La potenza dell' errcre viene espressa come
valoremedio dell' errore che si ha facendo funzionare il filtro preditlore prima in un senso e poi in

3 . . A 1t
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senso inverso, come dimosirato da Claerbout [2). La potenza dell' errore cosl czlcolala é resa minima
i~ ~1i 4 i='Ar H .
dal seguente vaiore diagm -

N-m !
brm bfm
1=1
amm = 2 (4)
! N-m '
2 2
b")
2;‘ ( bmt * mt
dove
bl

mt m-1t m-im-1 mett

bmt =bm-1 t+1 2 m-1 m-1 bm»1 1+1 (%)

b =b'y =X, t=1,...,N

|
Gli altri coefficienti del filtro di ordine m vengono determinati da quelli del filtro di ordine m-1  per
mezzo dell' equazione[14]:

= - a k=1,...,m-1 6
amk am-1k 2 mm m-1 m-k ' . &

Si assumoeno inoltre a,g=-1 e a,x=0 per k>m. Operando in tale modo & possibile ottenere la seguente

espressione recursiva per il calcolo di Pm[6,7,13]:

P -p

m =" me1 (72 mm @ mm)

(7)

La scelta del ordine m del processo pud influire decisamente sul calcolo della densita speitrale di
potenza. Infatti un ordine troppo basso da una stima dello spetiro estremamente piatta, mentre un
ordine troppo alto pud introdurre le cosiddette "line splitting" nel calcolo delio spettro, cioé la
comparsa di linee spetirali fantasma. Viene per questo introdotio un criterio dovuto ad Akaike [1,2] che
va sotto il nome di FPE (Final Prediction Error) che calcola il numero ottimale dei coeificienti
autoregressivi. L'FPE viene cosi definito:

N+m

(FPE) = me—— - F (8)

Quindi si dovra calcolare I'FPE per ogni crdine m del processo autoregressivo e scegliere fra
questi quello minore. In pratica I'FPE non verra calcolato per ogni m che varia da 1 a N-1 ma sclamente
per i valori di m compresi fra 0 e N/3 oppure fra 0 e N/2 in quanto dopo un certo valore di m I'FPE
rimane praticamente costanie [13].

3-RISULTATI

Verranno ora confrontate le prestazioni del metodo MESA con guelle cella FFT. | test effettuati
riguardano I' analisi in frequenza di un segnale formato dalla somma di due sinusoidi e di rumore
bianco: la differenza tra"le due frequenze é stata ridotta gradualmente in modo da determinare la
risoluzione massima offerta da ciascun metodo.

Il primo test eseguito ha riguardato segnali con un livelio di rumore sovrapposto pari al 10% del
segnzle pulito e in 1ali condizioni si & rilevata la risoluzione massima offerta dai due metodi per un
numero di campioni pari a N=64,128,256,512 (Tab.1).
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NeDati Frequenze Risultato MESA Risultato FFT
reali [Hz) [Hz] [Hz]
12 23 112 Err.(%) 2% Err.(%) 12 Err.(%) 2% Err. (%)
64 4.8000 5.2000 4.8400 0.833 5.1850 -0.0¢6 4.6875 -2.344 5.3125 2.163
128 4.8000 5.2000 4.8010 0.021 5.2030 0.058 4.8438 0.913 5.1560 -0.846
S 4.9000 5.1000 4.8280 -0.041 5.1050 -0.088 4.8219 0.447 5.0781 -0.428
256 4.9500 5.0500 4.9480 -0.040 5.0410 -0.178 4.9219 -0.568 5.0781 0.556
256 4.9750 5.0250 4.9720 -0.060 5.0340 0.179 risolve 1 f{requenza(’)
512 4.9750 5.0250 4.97¢80 0.080 5.0240 -0.020 4.6609 -0.283 5.0391 0.281
512 4.8875 5.0125 4.2860 -0.030 5.0160 0.070 risolve 1 freguenza(’)

(") risoluzicne necessaria inferiore a quella della FFT
Tab.1- Confronto tra il metodo MESA e la FFT: calcolo degli errori nella determinazione delle

frequenze.

Un secondo test é stato eifettuato utilizzando pochi dati campionati (64) di un segnale nel quale
era presente un livello di rumore sempre pil elevato (10%,20%,30%,40%).

Rumore  Frequenze Risuliato MESA Risultato FFT
reali [Hz) [Hz] [Hz) -
= 2% i Err.(%) 28 Err.(%) 12 Err.(%) 22 Err.(%)

10% 4.8500 5.1500 4.8430 -0.144  5,1740 0.466 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
20% 4.8500 5.1500 4.8460 -0.082 5.1800 0.777 4.6875 -3.350 53125 3.155
30% 4.8500 5.1500 4.8450 -0.103 5.2030 1.029 4.6875 -3.350 5.3125 3.155
40% 4.8500 5.1500 4.8430 -0.144 5.2140 1.243 4.6875 -8.350 58125 8.155

10% 4.8500 5.0500 4.9270 -0.465 5.0840 0.673 risolve 1 frequenza(")
20% 4.8500 5.0500 4.8390 -0.222 5.1110 1.208 risolve 1 fregquenza(’)
30% 4.8500 5.0500 4.8510 0.020 5.13%0 1.762 risolve 1 frequenza(®)
40% 4.8500 5.0500 4.9620 0.242 5.1630 2.238 risolve 1 frequenza(’)

(°) risoluzicne necessaria inferiore a quella delia FFT

Tab.2- Confronto tra il metodo MESA e la FFT: calcolo degli errori nella determinazione delle
frequenze al variare del livello di rumore presente, utilizzando 64 dati campionati.

Anche in questo caso si é evidenziata la efficacia del MESA nel calcolo dello spettro: i picchi sono
piu stretti, la loro larghezza come pure la frequenza centrale del picco dipendono dal livello di rumore
presente nel segnale, anche se gli errori nella determinazione della frequenza sono sempre inferiori a
quelli rilevati dalla FFT e, inolire, il metodo MESA é meno sensibile al livello di rumore presente
(Tab.2). : o i

Un terzo test ha permesso di constatare che nella determinazione dello spettro di un' onda quadra
con scltanto 256 dati campionati: il metodo MESA (Tab.3) individua le armoniche con una precisions
maggiore rispetio alla FFT (Tab.4).

Rumore Freguenze ' Risultato MESA
reali [Hz] [Hz]
& 28 3¥ 42 13 Err.(%) 2% Err.(%) 3% Err.(%) 4% Err.(%)

20% 1. 3. & 7. 0.2810 -1.800 2.8880 -0.400 4.8280 -0.020 6.8660 -0.486
30% 1. 3. 5 7. 0.9845 -0.550 3.0110 0.867 5.0040 0.080 6.9440 -0.800

Tab.3- Calcolo degli errori nella determinazione delle frequenze del metodo MESA zl variare del
livello di rumore presente, utilizzando 64 dati campionati nel caso di un onda quadra.

Rumore Frequenze Risultato FFT
reali [Hz) [Hz)
18 28 3 4 12 Erri (%) 2% Err.(%) 3% Err.(%) 42 Err.(%)
20% 1. 3. 5 7. 0.9375 -6.250 3.1250 4.167 5.0000 0.000 6.8750 -1.786
30% 1. 3. 5 7. 0.2375 -6.250 3.1250 4.167 5.0000 0.000 6.8750 -1.786
Tab.4- Calcolo degli errori nella determinazione delle frequenze del metodo FFT al veriare cdel
livello di rumore presente,utilizzando 64 dati campionati nel caso di un onda quadra.

Infine si é applicato il MESA ad un segneale rilevato sperimentalmente. Nel ceso in esame si
voleva vezlutare I' influenza di un intaglio in una barra di sezione rettangolare sulla propagazione celie
onde longitudinali eccitate mediante I' urto di una massa nel punto centrale di una celle sezioni di
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estremita della barra. All' altro estremo della barra é stato installato un accelerometro e si sono
rilevate le vibrazioni longitudinali della barra sia nel caso di barra priva di intaglio, sia nel caso di
barra con un intaglio (Fig.1) presente ad una distanza dalla sezione di eccitazione pari al 60% della
lunghezza complessiva della barra. Tale intaglio é servito a simulare la presenza di cricche nella barra
stessa. Anche in questo caso il MESA ha offerto una risoluzione piu spinta di quella teorica della FFT con
lo stesso numero di campicni (Figg.2+3), nonché il grande vantaggio di permettere un immediato
zoom(Fig.4) nell' intorno di una qualsiasi frequenza esaminata. Utilizzendo il metodo MESA si ¢ potuto
riscontrare la comparsa di un secondo picco adiacenie a quelli principali nel caso della barra in cui é
presente ' intaglio. Tzale fenomeno é stalo interpretato come una riflessione dell' onda elastica all'

interno della barra stessa.

+—— sospensionj———

massa eccitatrice i

intaglio

accelerometro

Fig.1-Barra con intaglio.
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4-CONCLUSIONI

Dzl confronto dei risultati si pud affermare che il metodo MESA offre una risoluzione pit spinta
della tradizionale FFT e, in particolar modo, é estremamente utile nel caso in cui si disponga di un
numero ridotto di dati campionati. Tale metodo &, inoltre, meno sensibile alla presenza di rumore nel
segnale, anche se zlI' aumento del livello di rumore consegue un peggioramento delle prestazioni del
MESA. Un vantaggio che lo rende potente e superiore rispetio alla FFT é la pessibilita di operare uno
zoom in un intorno a piacere di una qualsiasi frequenza, senza necessita alcuna di rieffettuare il
campionamento dei dati,

Il MESA presenta invece qualche difficolta nella determinazione precisa dell' ampiezza dei picchi
che é influenzata sia dal livello di rumore presente, sia dall' ordine del filtro AR che approssima |l
modello ARMA: si é riscontrato, comunque, che talvolta tale errore é legato al basso numero di linee
spetirali calcolate: é sato sufficiente elevare tale numero per diminuire in modo considerevole tale
errore. Senza dubbio sotto quest' ultimo aspetio é pil precisa la FFT, soprattutto perché é possibile
valutare in modo preciso ¢li errori associati alla applicazions di una particolare finestra.

Per gquanto riguarda il criterio per la scelta dell' ordine del filtro che approssima il processo
ARMA si é riscontrata la validita dell' FPE(Final Prediction Error), limitando perd I' ordine a circa la
meta del numero dei dati campionati. Oltre tale valore infatti I' FPE pud essere ancora decrescente, ma
la variazione é cosl piccola che i vantaggi sono del tutto sproporzionati rispetio all' appesantimento cel
czleolo che ne consegue.
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