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Résumé. — Soit K un corps p-adique et soit V une représentation p-adique de Gx = Gal(K/K).
La surconvergence des (¢, 7)-modules nous permet d’attacher & V un -module différentiel &
(V) sur Panneau de Robba B

orig, K On montre dans cet article comment retrouver
rig,

- t
connexion D_ ;.

les invariants Deris(V) et Dg (V') & partir de D;ﬂg(V)7 et comment caractériser les représentations
potentiellement semi-stables, ainsi que celles de E-hauteur finie, & partir de la connexion.

Abstract. — Let K be a p-adic field and let V be a p-adic representation of Gx = Gal(K/K).
The overconvergence of (¢, 7)-modules allows us to attach to V a differential ¢-module D;rig(V)

on the Robba ring B:’rig,K that comes equipped with a connection. We show in this paper how
to recover the invariants Deris(V) and Dg (V) from Diyrig(V), and give a characterization of both
potentially semi-stable representations of Gk and finite E-height representations in terms of the

connection operator.
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Introduction

Soit K un corps p-adique et soit K une cloture algébrique de K. Pour étudier les repré-
sentations p-adiques de Gx = Gal(K/K), Fontaine a construit dans [Fon90] une équivalence
de catégories V' — D(V) entre la catégorie des représentations p-adiques de Gk et celle des
(¢, 'k )-modules étales. Un (¢, 'ir)-module est un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps local Bx de dimension 2, muni d’actions semi-linéaires compatibles d’un Frobenius ¢ et
de 'k, et on dit qu’il est étale si le Frobenius est de pente 0. On peut en fait identifier Bx a
I'anneau des séries formelles > o7 axT", ot la suite (ay) est une suite bornée d’éléments dune
certaine extension non ramifiée F’ de F, et telle que kEIEloo ar, = 0. L’extension cyclotomique
K(Cpe) = Up>1 K(Gpn ), engendrée par les racines p"-iemes de 'unité, joue dans cette construc-
tion un réle fondamental. La construction de ces (¢,I'x)-modules étales repose en effet sur
le fait que les représentations p-adiques de Hx = Gal(K /K ((p~)) sont classifiées par les ¢-
modules étales sur By, et c’est en rajoutant une action de I'x = Gal(K ({p~)/K) qu’on obtient
I’équivalence de catégories V +— D(V') énoncée précédemment.

Remarquant le role particulier joué par les extensions de Kummer vis-a-vis des représenta-
tions semi-stables dans les travaux de Breuil [Bre98| et Kisin [Kis06], Caruso a introduit dans
[Car13] une variante des (¢, 'k )-modules de Fontaine, les (¢, 7)-modules, en remplagant ’ex-
tension cyclotomique dans la théorie de Fontaine par une extension de Kummer Ko = U,,;>1 K»
ou K,, = K(m,) et (m,) est une suite compatible de racines p"-iémes d’une uniformisante 7 de K
fixée. Comme dans le cas cyclotomique, les représentations p-adiques de H, x = Gal(K/Kx)
sont classifiées par les p-modules étales sur B, i, un corps local de dimension 2 qu’on peut
identifier & I'anneau de séries formelles 3,7 arT*, ot la suite (ax) est une suite bornée d’élé-
ments de F, et telle que kEEHOO ar, = 0. Cependant, la comparaison avec la stratégie de Fontaine
s’arréte ici, puisque l'extension K, /K n’est pas Galoisienne et on n’a donc pas de groupe a
faire agir. L’idée de Caruso est alors d’ajouter une action d’un élément bien choisi 7 de G,
pas directement sur le ¢p-module mais apres avoir tensorisé au-dessus de B, g par une certaine
B k-algebre B, munie d’une action de Gal(K$*/K). Caruso montre alors que la catégorie de
ces (¢, 7)-modules étales est équivalente a celle des représentations p-adiques de Gr.

Les anneaux Bx et B, x n’ont malheureusement pas d’interprétation analytique satisfaisante,
ce qui les rend difficiles & manipuler, mais ils contiennent les anneaux respectifs B}( et BI’ K
des séries surconvergentes, c’est-a-dire qui convergent et sont bornées sur une couronne bordée
par le cercle unité. Un des résultats fondamentaux concernant les (¢, ' )-modules étales est le
théoréme principal de [Col99] qui montre que tout (¢, 'k )-module étale provient par extension
des scalaires d’'un (¢, ' )-module surconvergent défini sur BJ}{. Le pendant de ce théoréme pour

les (¢, 7)-modules a été démontré récemment (voir [GL16] lorsque k est fini et [GP18] pour le
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cas général), c’est-a-dire que les (¢, 7)-modules étales sur B, i proviennent par extension des
scalaires d'un (@, 7)-module surconvergent sur Bi’ K-

La surconvergence des (@, 'k )-modules cyclotomiques a notamment permis & Berger [Ber02]
d’associer a toute représentation p-adique V un (¢, 'k )-module sur ’anneau de Robba Biig’ K
constitué des séries A(T) = Y cz axT" ot la suite (ag) est une suite d’éléments de I telle que la
série A(T') converge sur une couronne bordée par le cercle unité (on ne suppose plus que la suite
(ak) est bornée), et d’obtenir et de retrouver les invariants Deis et Dy, associés & V' via I’étude
de ce module. De plus, I'action infinitésimale de I'x permet de munir ce (¢, ' )-module d’une
connexion V, dont 1’étude poussée a permis a Berger de faire le lien avec les (¢, N)-modules
filtrés et de montrer comment caractériser les représentations potentiellement semi-stables a
partir de la connexion [Ber08].

On va dans cet article s’intéresser a des conséquences de la surconvergence des (¢, 7)-modules,
en montrant notamment qu’on peut adapter les constructions de Berger dans [Ber02] et [Ber08]
aux (o, 7)-modules. Partant d’une représentation p-adique V' de Gk, la surconvergence des
(¢, 7)-modules permet, en tensorisant le (¢, 7)-module surconvergent avec 'anneau de Robba

B! T

, N
T rig K d’associer a V un (¢, 7)-module D} g

(V), dont I'étude permet de retrouver les in-
variants Deis et Dy associés a la représentation V. On pose B;log, K = Bj—,rig, i llog(T)] et
Dl (V)=Bl  (® B DI (V). Si A désigne I'élément défini dans [Kis06, 1.1.1] et si
prendre les invariants sous 7 = 1 dans ce qui suit signifie que les éléments sont invariants sous
I’action de 7 une fois qu’on a tensorisé par des B; x-algebres sur lesquelles ’action de 7 est bien

définie, on a :
Théoréeme A. — Si V' est une représentation p-adique de Gg, alors

Dst<v) = (l)T

T,log

(V)[1/A)™=" et Deris(V) = (DI iy (V)[1/A) =",

On dispose également d’isomorphismes de comparaison faisant le lien entre Dg.s ou Dgt et
DI (V):

T,rig
Théoréeme B. — Soit V une représentation p-adique de G .

1. stV est semi-stable, alors

Bl g [1/N ®g1  DL(V) =B, [1/X ©F Dat(V)

2. si V est cristalline, alors
B g rc[1/X] @1 DHV) =B, c[1/A] @ Deris(V).

T

Si on souhaite attacher au (p, 7)-module D ;,

(V') une connexion, il semble naturel de consi-

dérer I’action infinitésimale de 727, mais I'opérateur ainsi obtenu n’est pas défini sur Di rig(V)
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T

mais sur un objet plus gros, puisque 7 n’agit pas directement sur Dmig(V). On va en fait montrer

qu’on peut renormaliser ’opérateur obtenu en une connexion Ny qui a le bon gotit de stabiliser

D;rig(V) et donc de lui conférer une structure de p-module différentiel a connexion, ce qui

nous permet de définir la notion de (¢, Ny)-module sur B;rig? x et de construire un foncteur

V s DI (V) de la catégorie des représentations p-adiques de G dans celle des (¢, Nv)-

T,rig

modules sur B! L’avantage de considérer des (¢, Ny)-modules sur Bi rig, K plutét que des

T,rig, K~
(¢, 7)-modules est que la connexion Ny est déja définie sur le ¢-module, ce qui fait qu’on n’a pas
besoin de tensoriser par des B g-algebres sur lesquelles 'action de 7 peut étre compliquée. Il y

a cependant plusieurs problémes a travailler avec des (¢, Ny )-modules sur Bi rig, -
T

T,rig, K

Le premier
probléme est qu’on travaille avec des objets définis sur B ce qui fait qu’on n’a pas de
bonne notion d’intégralité, 1a ou les (¢, 7)-modules étaient au départ tres liés aux modules de
Breuil-Kisin : si V' est une représentation p-adique semi-stable a poids de Hodge-Tate négatifs,
alors le p-module sous-jacent au (¢, 7)-module associé a V' par la théorie de Caruso est en
fait engendré par un p-module sur Op[T][1/p] qui est exactement le module de Breuil-Kisin
associé a V par la théorie de Kisin [Kis06]. Le deuxiéme probléme est qu’on peut avoir un
isomorphisme de (¢, Ny)-modules Diyrig(V) = D;rig(V’ ) sans que V et V' soient isomorphes

en tant que représentations. En fait, la proposition 2.2.3 nous dit exactement quand cela peut
(V")

en tant que (¢, Ny)-modules si, et seulement si, il existe un rang n > 0 tel que Vigg, et V@K

se produire : deux représentations p-adiques V, V' de Gi sont telles que D;rig(V) = D;rig
sont isomorphes en tant que représentations de Gg,, (ce qui semble raisonnable si on se rappelle
de l'opérateur Ny provient de I'action infinitésimale de TZP).

Ensuite, en utilisant les (¢, 7)-modules différentiels & connexion, on peut généraliser les
constructions de Kisin dans [Kis06], en utilisant des démonstrations analogues a celles de
Berger dans [Ber08] pour les (¢, I')-modules, et associer a tout (o, N, Gk )-module filtré D

un (¢, 7)-module différentiel M (D), ce qui nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme C. — Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (¢, N,Gyr/k)-modules filtrés

T

Torig K dont la connexion associée est

dans la catégorie des (p,T)-modules différentiels sur B
localement triviale, est une équivalence de catégories. De plus, le (o, N, QM/K)—module filtré D

est admissible si et seulement si M(D) est étale.

Enfin, on s’intéresse aux représentations de E-hauteur finie (ce sont celles dont le (¢, 7)-
module associé admet un (¢, 7)-réseau sur Op[T] et vérifient une condition technique sur le
conoyau du Frobenius), en montrant comment retrouver le théoréeme principal de [Gaol9] a

partir des (¢, Ny)-modules :
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Théoréeme D. — Soit V une représentation p-adique de G . Alors V' est de E-hauteur finie

si, et seulement si, il existe n > 0 tel que Vig, — est semi-stable a poids de Hodge-Tate négatifs.

On peut méme montrer qu'un tel n est nécessairement borné par une constante ne dépendant
que de K. On montre également comment réinterpréter le fait d’étre de E-hauteur finie en termes

de la connexion Ny :

Théoréme E. — Soit V une représentation p-adique. Alors V est de E-hauteur finie si et

+

seulement si D7 ;,

(V) est unipotent.

On montre également comment passer du (¢, 7)-module associé & une représentation V et
relatif & une extension de Kummer donnée, au (¢, 7)-module associé & V' mais relatif a une

autre extension de Kummer, en construisant un anneau B, -/ f :

Théoréeme F. — Soit V' une représentation p-adique de G . Alors on a
BT,T/,K ®B,-,K D(V) = BT,T’,K ®BT/,K D/(V)
De plus, on peut récupérer D(V') en fonction de D'(V') via la formule

D(V) = (Brrx ®B,, . D'(V))"x.

Plan de I’article. — Cet article comporte quatre chapitres, chacun divisé en plusieurs sec-
tions. Le premier chapitre est consacré a des rappels sur la théorie des (¢, 7)-modules de Caruso
et des anneaux de périodes associés, et a ’exposition de nombreux résultats concernant la théorie
des vecteurs localement analytiques dans le cadre des (¢, 7)-modules. Les vecteurs localement
analytiques ont été un ingrédient essentiel dans la démonstration de la surconvergence des (¢, 7)-
modules dans [GP18] et apportent un point de vue trés utile pour étudier les (¢, 7)-modules
différentiels. On donne dans le deuxieme chapitre la construction des (p, 7)-modules différentiels
et (i, Ny)-modules et on y montre les théorémes A et B. Dans le troisieme chapitre, on rappelle
les propriétés a connaitre en ce qui concerne les (p, N, Gy i )-modules filtrés et la théorie de
Kisin et on démontre le théoreme C. Enfin, dans le quatrieme et dernier chapitre, on s’intéresse
aux représentations de FE-hauteur finie et on montre comment déduire des constructions du
chapitre 2 concernant les (¢, Ny)-modules les théoréemes D et E. On en profite également pour
donner une recette qui permet de passer du (¢, 7)-module associé & une représentation et relatif
a une extension de Kummer a son (¢, 7’)-module relatif & une autre extension de Kummer, ce
qui est 'objet du théoréeme F, et on discute de la compatibilité de cette construction avec la

notion de E-hauteur.
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1. (p,7)-modules et vecteurs localement analytiques

1.1. Extensions de Kummer et (p, 7)-modules. — Soit K un corps p-adique, c’est-a-dire
un corps de caractéristique 0, muni d’une valuation discréte pour lequel il est complet et dont le
corps résiduel est un corps parfait k de caractéristique p, i.e. K est une extension finie totalement
ramifiée de F' = W (k)[1/p], ou W (k) est anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k.
Soit my = 7 une uniformisante de O . On note aussi E(X) € Op[X] le polynéme minimal de
7 sur F' qui est un polyndéme d’Eisenstein, et on note e = [K : F]. On fixe également une suite
compatible de racines p™-iemes de 7, c’est-a-dire une suite (m,),>0 telle que pour tout n € N,
7T£+1 = 7p. On pose K, = K(m,) et Koo = Upen Kn- On appelle extension de Kummer une
telle extension K /K. Les extensions K, /K ne sont pas galoisiennes, en tout cas a partir du
moment ol (,» n’est pas dans K, et donc K, /K n’est pas galoisienne. La cloture galoisienne de
Ky est L = Koo Keyel. Onnote Go = Gal(L/K) et Hy = G, = Gal(K /L), et I' = Gal(L/K )

qui s'identifie & Gal(Kcyel/ (Koo N Keya)) et donc aussi & un sous-groupe ouvert de Z;. Pour

g € Gk et pour n € N, il existe un unique élément c¢,(g) € Z/p"Z tel que g(m,) = ;Z(g)ﬂn.
Comme ¢p41(9) = ¢,(g) mod p", la suite (¢, (g)) définit donc un élément c(g) de Z,.
L’application g — c(g) est en fait un 1-cocycle (continu) de Gy dans Z,(1), tel que ¢~ 1(0) =

Gal(K /K), et vérifie pour g, h € Gx :

c(gh) = c(g) + Xcya(g)c(h).

Par conséquent, si Z; x Z; désigne le produit semi-direct de Z, par Z; et ou Z; agit sur
Z,, par multiplication, 'application g € Gk > (c(9), Xcye1(9)) € Zp x Z, est un morphisme de
groupes de noyau H,. Le cocycle ¢ se factorise a travers H,, ce qui nous donne un cocycle
qu’on note toujours ¢ : Goo — Zyp et qu’on appelle le cocycle de Kummer de 'extension Ko, /K.

Soit maintenant 7 un générateur topologique de Gal(L/Kqya) tel que ¢(7) = 1 (c’est donc
I'élément correspondant a (1,1) via l'isomorphisme g € Goo = (c(9); Xcyel(9)) € Zp % Z,y). La
relation entre 7 et I' est donnée par grg~—! = 7Xevel9) . On note également 7, := 77" .

Le cas p = 2 est légerement différent des autres et le résultat suivant montre pourquoi on

devra faire attention et parfois effectuer des modifications pour inclure ce cas de figure :
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Proposition 1.1.1. — On a :
1. 8i Koo N Koyl = K, Gal(L/K) et Gal(L/Kcya1) engendrent topologiquement G ;

2. 51 KooNKeyal # K, alors nécessairement p = 2 et dans ce cas Gal(L/K) et Gal(L/Kcyel)

engendrent un sous-groupe ouvert de Goo d’indice 2.

En particulier, si p # 2, alors Koo N Keya = K.

Démonstration. — Pour le premier point, voir [Liu08, Lemm. 5.1.2]. Pour le deuxiéme, voir
[Liul0, Prop. 4.1.5]. O

Pour bien faire la différence avec les anneaux définis dans le cadre cyclotomique, on mettra
en indice des anneaux relatifs a ’extension de Kummer un symbole 7. Il s’agit simplement
d’une notation, les anneaux ne dépendant pas du choix de I’élément 7 mais uniquement de
I'extension de Kummer considérée. Ainsi, on notera Hx = Gal(K /Kcyc) comme usuellement,
et H: k= Gal(K/Ko) et, si A est une algébre munie d’une action de Gr, on pose Ax = AHxk
et A, g = AHrx

On définit ET = lim Oc, = {(z©,2M .)€ ng : (D) = (M} et on rappelle
r—xP
que ET est naturellement muni d’une structure d’anneau qui en fait un anneau parfait de

caractéristique p, complet pour la valuation vg définie par vg(z) = vp(x(o)). On note E son
corps des fractions. La théorie du corps des normes (cf. [Win83|) permet d’associer a ’extension
Koo /K son corps des normes et de le plonger dans E. La famille (Cpr) et la famille (m,,) définissent
chacune un élément de E+, qu’on notera respectivement € et 7. On pose @ = ¢ — 1, et on
rappelle que vg(u) = I%. L’image du plongement du corps des normes de Ko /K dans E
est alors E; g := k((7)). Soit E; la cloture séparable de E; g dans E. Comme Gal(K/K)
agit trivialement sur E; g, tout élément de Gal(K/K) stabilise E;, ce qui nous donne un
morphisme Gal(K/K) — Gal(E;/E; i). Par le théoréeme 3.2.2 de [Win83], c’est méme un
isomorphisme.

On pose A = W(E), AT = W(E"), B=A[l/p] et Bt = A+[1/p].

On définit maintenant un anneau A, i a l'intérieur de A de la facon suivante :

A g = {Z al-[%]i,ai € Op iiiirloo a; =0}.
i€Z

Muni de la valuation p-adique vy, (3;c7 a:[7]%) = minez vp(a;), A; k est un anneau de valuation
discrete qui admet E; g comme corps résiduel. Si M /K est une extension finie, on note E; j
I'extension de E; g correspondant & M - Ko /K par la théorie du corps des normes. On note

également B, g = A g [1/p] le corps des fractions de A, k.
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Proposition 1.1.2. — Si M est une extension finie de K, alors E; ) est une extension
séparable de E; i et il existe une unique extension non ramifiée B, v /Br i, contenue dans

A, de corps résiduel E. et telle que Gal(B; y/Br k) ~ Gal(E;n/E- k). On note A;

son anneau des entiers pour la valuation p-adique et on pose AjM = Atn A, B:_FM =
B+ N BT,M-
Démonstration. — Comme B est absolument non ramifié, et que E; ps/E; i est séparable et

finie avec E; ps incluse dans le corps résiduel de B, il existe une unique extension B, 5 de B, g
(qui est donc automatiquement non ramifiée), contenue dans B, dont le corps résiduel est E; j,

et on a bien Gal(B; r/Br k) ~ Gal(E; v /E; i) puisque I'extension est non ramifiée. O

Comme Er = Uy;/r Er 1 est la cloture séparable de E- i, I'extension maximale non ramifiée
B¢ de B, i dans B est aussi la réunion des B,y quand M parcourt les extensions finies de
K. On note alors B; I'adhérence de B dans B pour la topologie p-adique, et on note A son

anneau des entiers (qui est aussi le complété de I'anneau des entiers de B pour la topologie

p-adique). On a donc A, /pA,; = E,;. Comme ‘T“}Q est stable sous I'action de H, k, c’est aussi
le cas de B et on a Gal(BY/Bry) ~ Gal(E; /Er v) ~ Hr oy = Gal(K/M - Ko). Si M est
une extension finie de K, le théoréme d’Ax-Sen-Tate (voir [Tat67, Thm. 1]) montre alors que
BIM = (BU) 721 = B,y et done que Ay = A

Le Frobenius déduit de la fonctorialité des vecteurs de Witt sur B définit par restriction des
endomorphismes de A; g, B, i, A; et B, et envoie notamment [7] sur [7?.

Soit Aj = AHx= (comme E; := Efx est parfait, on a aussi A, = W(EL)) ot By, = AL[I/p].
Ces anneaux sont munis d’un endomorphisme de Frobenius qui provient de celui sur B. On

définit également, pour r > 0, B 'ensemble des éléments surconvergents de B de rayon r, par

{ZC = Z p"[zy] tels que  lim vg(xg) + ﬂk _ _|_oo}
n=>>—oo

et on note BT = Ur>o B!" I'ensemble des éléments surconvergents.
Définition 1.1.3. — On appelle (¢, 7)-module étale sur (A, g, Ar) (resp. (Brx,Br)) tout
triplet (D, ¢p,G) ou :

1. (D, ¢p) est un p-module étale sur A, x (resp. B; g);

2. G est une action Go-semi-linéaire continue de G, sur D = AL ®A,x D (resp. sur
D := By, ®B, D) telle que G commute a ¢z := Y, ®¥D (resp. ¢35 = ey, ® ©D),
c’est-a-dire que pour tout g € G, 995 = ¥PpY;

3. en tant que sous A, g-module de 5, D c DGal(L/Koo),
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En particulier, si (D, ¢p,G) est un (g, 7)-module étale sur (A, i, Az), on définit V(D) :=
(A A, D)= (A ®x, (Ar ®A,  D))?=! comme la Z,-représentation de Gx ou G agit
sur A LOA, x D a travers I'action de G, donnée par G et Gx agit diagonalement sur le produit

tensoriel A %, (AL ®A, x D).

Proposition 1.1.4. — Le foncteur qui d un (o, 7)-module étale (D, pp,Gx) associe la Zy,-

représentation de G
V(D)= (A®g, D)¥=1,
induit une équivalence de catégories entre la catégorie des (p,T)-modules étales sur (A, i, Ar)

et celle des Z,-représentations de G .
Démonstration. — Voir [GL16, Prop. 2.1.7]. O

La définition 1.1.3 n’est pas tout a fait la définition originale de Caruso mais celle de Gao et
Liu dans [GL16], qui a le bon gotit d’étre équivalente a celle de Caruso lorsque p # 2 via la
proposition précédente et de se généraliser au cas p = 2.

On rappelle au passage le résultat principal de [GP18] :

Théoréme 1.1.5. — Soit V' une représentation p-adique de Gi, et soit D(V') son (p,7)-
module associé sur (B, x,Byr), ¢’est-a-dire la donnée du p-module D(V) = (B, ®q, V)Hr K et
d'une action semi-linéaire de Gog sur D(V) = (B ®q, V).

Pour r >0, on définit DV (V) = (BI" @q, V)Hrx et Dtr(vy = (Bt ®q, V).

Alors il existe r > 0 tel qu’on ait
D(V)=Brk @gir DV (V)
T, K
et
D(V) =B ®gp.r DI"(V).
L

ot B = B, N B, Bl = B, x N B et Bl = B, nBi" = (Bir)He,

Pour ce qu’on compte faire ensuite, on aura également besoin de savoir ce que devient le (¢, 7)-
module associé a la restriction d’une représentation V de Gx a Gps, ou M est une extension
finie de K.

On pose My := Koo - M, Ly := L- M et Hy py := Gal(K/My,). Si V est une représentation
p-adique de Gyz, on peut définir D(V) := (B; ®q, V)H=M qui est naturellement muni d’une
structure de p-module étale sur B 5/, et D(V):= (B ®Q, V)9%ar | qui est naturellement muni
d’une structure de ¢-module étale sur By, - muni d’une action de Gal(Lys/M) qui commute a

Paction de ¢.
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Définition 1.1.6. — On appelle (¢, Tar)-module sur (B, ELM) la donnée d’un triplet
(D, ¢p,G),
ou :
1. (D, ¢p) est un p-module sur B, j/;

2. G est une action Gal(Lys/M)-semi-linéaire continue sur By, de Gal(Ly;/M) sur D :=

]A?;LM ®B. ,, D telle que cette action commute a ¢ := ¢, ©¢D;
’ M
3. en tant que sous B, p/-module de ZA), on a D c DGallla/M)
Si (D, pp,Gal(Lys/M)) est un tel (¢, 7ar)-module, on définit V(D) := (Br ®B, ,, D)¥~! et

V(D):=(B@®s,, D)¥'=(Boy D).

Bry

Comme habituellement, un (¢, 737)-module est dit étale si le p-module sous-jacent est étale.

Proposition 1.1.7. —

1. Les foncteurs D — V(D) et V — D(V) sont quasi-inverses l'un de l'autre et induisent
une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des w-modules étales sur

B, ar et celle des représentations p-adiques de Gy, ;
2. V(D)|QMOO ~V(D);
3. Les foncteurs D — V(D) et V — D(V) sont quasi-inverses l'un de lautre et induisent

une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des (p,Tar)-modules étales

sur (Br, ]~3LM) et celle des représentations p-adiques de Gyy.

Démonstration. — Le premier point est la proposition A.1.2.6 de [Fon90]. Le deuxiéme point
est une conséquence directe de [GL16, Lemm. 2.1.4] et de notre définition de (¢, 7ps)-module.

Pour le dernier point, on renvoie a la preuve de [GL16, Prop. 2.1.7]. O

Si on était parti au départ d’une représentation p-adique V de Gx dont on a considéré
la restriction & Gz, et si de plus on suppose que My /Ky est galoisienne, alors (B; ®q,
V)H7M est naturellement muni d’une action de H: k/H; py ~ Gal(My /K ). Comme de plus,
(E’ ®q, V)He (]§ ®q, V)gLM, laction de Gpr/Gr,, en tant que sous-groupe de Gi /Hoo sur
(B ®q, V)9:u coincide avec celle de Gar/Gr,, sur (B ®q, ‘/‘QM)QLM_ Ces considérations nous

amenent & faire la définition suivante :

Définition 1.1.8. — Si M /K est une extension galoisienne finie telle que M et K, soient
linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, ¢p, Gal(Ly;/M)) est un (¢, 7a7)-module
sur (BT,M,ELM), on dit que D est muni d’une action de Gal(M/K) si Gx agit sur D :=
]~3LM @B, Detsi:
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1. D en tant que sous ensemble de D est stable sous I'action de H xk C GOk
2. G, agit trivialement sur 5, et H; s agit trivialement sur D ;

3. laction de Gyr/Gr,, C Gk /Hx coincide avec 'action de Gal(Lys /M) sur D.

1.2. Vecteurs localement analytiques et pro-analytiques. — Soit G un groupe de Lie
p-adique et soit W une Q,-représentation de Banach de G. L’espace W' des vecteurs localement
analytiques de W est défini dans [ST02] et on va briévement rappeler les définitions générales
ainsi que les propriétés des vecteurs localement analytiques qui seront nécessaires pour le reste

de Darticle, en suivant la présentation de [BC16] et [Ber16].

On utilisera la notation multi-indice suivante : si ¢ = (c1,--- ,¢q) et sik = (ky,--- , kq) € N,
alors ¢k = (... ,cs‘i). On pose aussi k! = k1! x -+ x kgl et |k| = k1 + -+ k4. On note

également 1; le d-uplet (ki,--- ,kq) ot k; =0sii# jet kj =1.

On rappelle qu'un espace LB est un espace topologique localement convexe qui est limite
inductive d’'une famille dénombrable d’espaces de Banach, et qu'un espace LF est un espace
topologique localement convexe qui est limite inductive d’une famille dénombrable d’espaces de
Fréchet.

Soit H un sous-groupe ouvert de G tel qu'il existe des coordonnées cy,---,cq : H — Z,

donnant lieu a une bijection analytique ¢ : H — Zg.

Définition 1.2.1. — On dit que = € W est un vecteur H-analytique si I’application orbite
H — W donnée par g — g(x) est analytique.

On dit que z € W est un vecteur localement analytique pour G si ’application orbite G — W
donnée par g — g(x) est localement analytique, ou de fagon équivalente, s’il existe un ouvert
H de G comme ci-dessus tel que = est H-analytique.

On note WH=9" Pensemble des vecteurs H-analytiques de W et W' I’ensemble des vecteurs

localement analytiques de W pour G.

d

Dans le cas particulier ou U = Zg C Qp,

I’ensemble des fonctions analytiques f : Zg - W
s’identifie & ’ensemble des fonctions f Zg — W telles qu’il existe une suite (fx)xene avec
fkx — 0 dans W, telle que f(x) = > pene xX fi. pour tout x € Zg. L’espace des fonctions
analytiques Zg — W s’injecte dans 'espace C‘I"(Z;‘f7 W), et est muni d’une norme || - || donnée
par || f|| = supgend || fx|| qui en fait un espace de Banach.

De facon plus générale, si H est comme précédemment un sous-groupe ouvert de G tel qu’il
existe des coordonnées cy,--- ,cq : H — Z, donnant lieu a une bijection analytique c : H — Zg,
et si w € WH= alors il existe une suite (wy)xene avec wy — 0 dans W, telle que g(w) =

> keNd c(g)%wy pour tout g dans H. De plus, W~ g’injecte dans I’espace C**(H, W). On peut
montrer (voir §10 et §12 de [Sch11]) que C**(H, W) est naturellement muni d’une norme telle
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que, si || - ||z désigne la norme induite sur W7 =9 yig Iinjection C*(H, W) et si w € WH—aon,
alors ||w||g = supyend ||wk||. Cela fait de W~ un espace de Banach. La définition de W
montre que W' = UgWH = ott H parcourt une suite de certains sous-groupes ouverts de G,
et on munit W' de la topologie de la limite inductive, ce qui fait de W' un espace LB.
Soient G, H deux groupes de Lie p-adiques et f : G — H un morphisme analytique de
groupes. Si W est une représentation de H, on peut aussi voir W comme une représentation de

G et on a directement le lemme suivant :

Lemme 1.2.2. — Si w est un vecteur localement analytique pour H alors c’est un vecteur

localement analytique pour G.

Lemme 1.2.3. — Soient W, X deux Qp-espaces de Banach et soit m : W — X une application
linéaire continue. St f : G — W est une fonction localement analytique alors mo f : G — X

est localement analytique.
Démonstration. — Voir [BC16, Lemm. 2.2]. O

Proposition 1.2.4. — Soit B un G-anneau de Banach et soit W un B-module libre de type fini
muni d’une action compatible de G. St W admet une base wy,--- ,wq dans laquelle g — Mat(g)

est une fonction analytique G — GLg(B) C My(B), alors
1. WhH—an — @?leH*“” ~wj st H est un sous-groupe ouvert de G.

2. Wk = ¢ B® - w;.
Démonstration. — Voir [BC16, Prop. 2.3]. O

Soit W un espace de Fréchet, dont la topologie est définie par une suite (p;)i>1 de semi-
normes. On note W; la complétion de W pour p;, de telle sorte que W = l'gli> 1 W;. L’espace
W peut en fait étre défini si W est un espace de Fréchet (voir [Emel7] par exemple), mais en
général I'objet obtenu est trop petit, et on fait donc comme dans [Ber16, Déf. 2.3] la définition

suivante :

Définition 1.2.5. — Si W = @i>1 W; est une représentation de Fréchet de GG, on dit que
w € W est pro-analytique si son image m;(w) dans W; est localement analytique pour tout i.

On note WP? P’ensemble de ces vecteurs.

On étend la définition de W' et WP? aux cas ou W est respectivement un espace LB et
un espace LF. Remarquons que si W est LB, alors W2 = P2 Si IV est un espace LF, alors

W2 C WP mais WP? est en général plus gros.
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Proposition 1.2.6. — Soit B un G-anneau de Fréchet et soit W un B-module libre de type fini
muni d’une action compatible de G. Si W admet une base wy,--- ,wq dans laquelle g — Mat(g)
est une fonction pro-analytique G — GL4(B) C My(B), alors WP = @?Zpra wj.

Démonstration. — Siw € W, on peut écrire w = Z?ZI bjw; avec bj € B. Siw € WP et ¢ > 1,
alors m;(b;) € Bll-a pour tout ¢ par la proposition 1.2.4 et donc b; € BP*. O
Remarque 1.2.7. — 1l est souvent pratique de pouvoir travailler avec une suite de sous-

groupes (Gy)n>1 de G telle que G est un sous-groupe compact ouvert de G, G,, = G’fnil et
G, est un sous-groupe de G tel qu’il existe des coordonnées locales ¢; : G1 — Zj, telles que
c(Gr) = (p"Zy)?. On peut toujours trouver un tel sous-groupe puisqu’il suffit de se donner un
sous-groupe compact ouvert Go de G qui est p-valué et saturé (voir [Schll, §23,§26 et §27]

pour la définition et l’existence d’un tel sous-groupe), et de poser G,, = ng.

Si on dispose d’une suite de sous-groupes (Gp),>1 vérifiant les conditions exposées dans la
remarque 1.2.7, et si w € W2, alors il existe n > 1 tel que w € W&~ et on peut écrire g(w) =
Skend €(g)Kwy si g € Gy, ol (wi)ene est une suite de W telle que p"Xlw, — 0. On pose
alors [|w||g, = supygena |[p™¥l - wye||. Cette norme coincide avec celle qu’on déduit de I'inclusion
WGn=an _ can(G, W). Par le corollaire 3.3.6 de [Emel7], I'inclusion (W&n—an)Gn—an _,
WEn—=an est un isomorphisme topologique. En particulier, si w € W& =9 alors wy € W&»—n
pour tout k € N Comme conséquence directe des définitions, on dispose du lemme et de la

proposition suivants :

Lemme 1.2.8. — Siw € WE»—9_ glors
1. we WGm—an pour tout m > n.
2' HwHGm+1 S HwHGm Sim Z n.

3. |[wlla,, = |lw[| sim > 0.
Proposition 1.2.9. — L’espace W&~ muni de || - ||, , est un espace de Banach.

Lemme 1.2.10. — Si W est un anneau tel que ||zy|| < ||z - ||y|| alors WH= est aussi un
anneau et ||zyl|g < ||zl|g -yl pour z,y € WH=Si de plus, w € W*NW'™, alors =+ € W',

En particulier, si W est un corps, alors W2 est aussi un corps.

Démonstration. — C’est exactement ce que montre la preuve du lemme 2.5 de [BC16]. Ce-
pendant, I’énoncé du lemme 2.5 d’ibid. ne prétend pas montrer que si w € W* N W, alors

% € W' et on en redonne donc la preuve ici.
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Soit w € WEn=an\ {0} avec g(w) = Y yena €(9)Xwy. On a alors
1 1 1 1
g(w)  wH+Yezoc(@Fur w14+ X pc(g)k - we/w

En particulier, 1/w € W%~ dés que m > n est assez grand pour que SUP 40 ™Ky Jw|| <
, J
1 de sorte que g(1/w) = 3";5(—1) (Zkﬂ) c(g)kwk/w> Jw. O

Lemme 1.2.11. — Si D € Lie(G) et n > 1, alors D(W%=9") ¢ W= ¢t | existe une

constante Cp telle que ||D(2)||q, < Cpl|z||a, pour x € WE»—an,
Démonstration. — Voir [ST02, Prop. 3.2]. O

Pour finir, on s’intéressera dans cet article au cas particulier ou le groupe de Lie p-adique G
sera égal a G, et on va donc introduire des notations spécifiques a ce cas de figure. En parti-
culier, remarquons que les sous groupes G, = Gal(L/K ((, 7)) de G satisfont les conditions

de la remarque 1.2.7.
Définition 1.2.12. — Si W est une représentation de Go, on note W7=1 et W=t pour
respectivement WG/ Keye)=1 ot Jy7Gal(L/Koo)=1 "ot on note
W'rfla WTnfan W'yfla
pour respectivement

WGal(L/Kcycl)—la’ I/VGal(L/KCyCl(7rn))—la7 WGal(L/Koo)—la'

Si W est une représentation localement analytique de G, on définit les opérateurs de déri-
vation, respectivement dans la direction 7 et la direction cyclotomique, par

1 P"
v, = ogT

pour n. >0

7

et
B log g

log, (Xcya(9))
Pour voir que ces opérateurs sont bien définis, on peut remarquer que si W est une repré-

~y pour g € Gal(L/K) assez proche de 1.

sentation localement analytique de Gu., alors pour = dans W, z appartient & W& pour un

certain n > 0, et vérifier que les séries données par log 7" (z) et log g(x) (9 € Gal(L/ K ((n)))

convergent bien, et que 2677 (1) et 1%(36) ne dépendent pas du choix d’'un tel n. Une
P 0g, (Xeya1(9))
autre fagon de voir les choses est d’utiliser le lemme 1.2.11 et les résultats de [Laz65, Chap. 4,

§3.2] qui montrent que ces opérateurs définissent des éléments de 1’algebre de Lie de Goo.

Remarque 1.2.13. — Contrairement a ce que la notation pourrait indiquer, v n’est pas un
élément de Gal(L/K). Dans le cas ou Gal(L/K) est pro-cyclique (et donc en particulier

lorsque p # 2), on peut en fait montrer qu’on peut choisir un générateur topologique v de
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Gal(L/K«) et que les notations sont alors cohérentes avec ce choix. La notation n’est donc

ambigilie que pour p = 2, néanmoins on fait ce choix par souci de simplifier les notations.

Si W est une représentation de Go et si W’ = W7=! on appellera vecteurs localement
analytiques de W' (relativement & K../K) et on notera (W')! les éléments de (W'a)7=1
W‘rfla,’yzl'

1.3. Anneaux de périodes et vecteurs localement analytiques. — Dans cette section,
on va définir certains anneaux de périodes qui seront utiles par la suite et on va redonner certains
résultats concernant la structure des vecteurs localement analytiques et pro-analytiques dans
certains modules et anneaux de périodes.

Sir >0, on définit une valuation V (-, r) sur ]~3+[ﬁ] en posant

Los(ax))

V(z,r) = éng(k +2=
€ pr

pour z = > s oo PF[zg]. Si maintenant I est un sous-intervalle fermé de [0;+o00[, on pose
V(z,I) = inf,c; V(x,7). On définit alors 'anneau B! comme le complété de BT[1/[7]] pour la
valuation V(-,I) si 0 ¢ I, et comme le complété de BT pour V (-, 1) si I = [0;r]. On notera
EI{; pour Bltool et ]§;'i'g pour B0+, On définit également ]§Lg = Ur>o Brlg Remarquons au
passage que l'anneau BT des éléments surconvergents de rayon r de B qu’on avait défini est
inclus dans Bil’g, et on peut méme montrer (voir [Ber02, Prop. 2.19]) que Bilg est la complétion
pour V (-, [r; +0c[) de B,

Soit I un sous-intervalle de ]1,+o0[ ou tel que 0 € I. Soit f(Y) = Y ez arY" une série
p 1

formelle telle que ay € F' et vy(ag) +2—=k/p — 400 quand |k| — 400 pour tout p € I. La série
f([7]) converge dans B! et on note B] r.ic Vensemble des f([7]) avec f comme précédemment.
C’est un sous-anneau de ]~3£ K= (]§I )7k Le Frobenius définit une application ¢ : BI K
BﬁIK Sim > 0, alors go_m(BmeI) C B et on note BZ = cp_m(BﬁK) de telle sorte qu’on

T K,m
= Um>oBI
]

ait BT Km C BTKerl pour tout m > 0. On note également B

T,K,00 T, K,m*

On notera aussi B/ pour B[T Fool est un sous-anneau de B[ pour tout s > r et

7,rig, K
on note BT’ lensembli des f(u) € BT’rng tels que la suite (ak)kez soit de plus bornée.
Remarquons que cette définition coincide avec celle du théoreéme 1.1.5. Soit B; K= UT>>0BT, K
C’est un corps Hensélien (voir [M 195, 2.2]) dont le corps résiduel est E; k.

Pour M extension finie de K, il existe par la théorie du corps des normes une extension
séparable E; y//E; i de degré [My : K. Comme B;r_’ i est Hensélien, il existe une unique
extension finie non ramifiée B; u/ B; i de degré f = [My : K] de corps résiduel E; s (voir

[M*95, 2.2]). 1l existe par conséquent r(M) > 0 et des éléments zq,---zy € Bi’;&M) tels que
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B/ VS GB Bli( -x; pour tout s > r(M). Si r(M) < min(), on pose alors B;M la complétion
de BP]"\E[M) pour V (-, I), de telle sorte que BL M= @Z 1BTK x;.

On rappelle que Berger a construit dans [Ber02, § 2.4] un anneau Blog7 qui est a Brlg
que By est a Bgis, en posant Blt;g = Bil’g[log[ ]] pour > 0, et en définissant alors Blog =
Ur>o0 B;r(;g (on renvoie a [Ber02, Prop. 2.24] pour la construction de l’application log). On
étend les actions de G et du Frobenius sur Brlg a Blog en posant g(log[w]) = log([7]) + c(g)t

et p(log[m]) = p - log[7]. On définit également un opérateur de monodromie N sur Efog par

Z a;log[T Z ia; log[x]" L.

Proposition 1.3.1. — L’opérateur de monodromie N vérifie

1. gN = Ng pour tout g € Gk ;

2. No = ppN.
Démonstration. — Voir [Fon94a, 3.2.3]. O
On pose Bf ;. = (Bl)« et B | . :=B! s kllog[#]] = (Bf,)fx. On définit éga-
lement un anneau Bi log K> €1 posant B,Tr log, K = BT sig i [10g[7]]. Cet anneau est stable sous

laction de ¢ puisque ¢p(log[7]) = p - log[7] par définition, et est un sous-anneau de ]A?;;rog. On

_BTT

Tlog K 7 rig i 10g[7]]. Comme le Frobenius induit

définit également un anneau BT log, K Par BI"

une bijection de Brlg K sur BL’@K, il induit également une bijection de BT’log K sur Ei’fgg K-
En particulier, (BI’log ) C Bi’zfgg - On définit alors
T,r _ T.p"r
BT,log,K,n - (BT Jog, K, n)
et

BT log, K00 — U BT Jog, K,n»
n>0

T’ +
qui sont des sous-anneaux de B!’ log, K- On notera respectivement BT rig KO BTJOg, K et Blog pour

1,0
B’T rig, K B’T Jog, K et Blog

On va maintenant redonner certains résultats concernant les vecteurs localement analytiques
et pro-analytiques dans les anneaux de périodes BI : (B[ YHoo et Bi :lg (BL;)H ° ainsi que

certaines conséquences de la surconvergence des (¢, 7)-modules. Pour I un sous-intervalle de
[0; +00), on définit DI (V) par DL (V) = (B! ®q, V). Pour k > 1, on pose ry = pF~1(p—1).
Théoréme 1.3.2. — Soit I = [ry;ri] ou I = [0,rg], et soit m > mg avec my comme dans
[GP18, Lemm. 3.4.2]. Alors on a :

(B] )Tm+k an,y=1 C B

2. (Bh)r—lan=1 = BI

K.m pour m > my ;

’TKOO’
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RTre \T—pa,y=1 _ ptre
3. (Brig,L) - BT,rig,K,oo'

Démonstration. — Voir [GP18, Thm. 3.4.4]. O

)T—pa,q/:l ot (BTJ"

a
T,log,K)p pour

Pour simplifier les notations, on notera (EL; )P pour (Eilg L

(Bly, )P

Proposition 1.8.3. — On a (Bl )pa = BI"

7,log, K 7,log,K,00"
Démonstration. — Le calcul des vecteurs pro-analytiques dans ]A?;i::i& x est donné par le théo-
réme 1.3.2 et nous dit que (Bi’;g g2 = Bi’:ig Koo Remarquons également que log[7] €

(Ei”fog,K)pa, puisque log[7] est invariant sous I’action de 7 et qu'on a 7% (log[7]) = kt + log[7].

Si maintenant x € (]A?;I’I%K)pa, on peut écrire x = Y 7_ o log[7]*. Comme

.Rhr Rt
N B‘r,log,K - BT,log,K

Tvr

- pa
7rig, K P2, En

linéaire continue, le lemme 1.2.3 montre que N(z) € (B

est une application B 7,log, K

itérant n fois 'opérateur N, on trouve que z,, € (Eifog’K)pa. Comme log[7] € (Eiﬁog’K)pa, on

en déduit que x — z, log[7]" € (Ei’fog )P*. En appliquant le méme résultat a x — x,, log[7]", on

en déduit que z,_1 est aussi dans (Ei’fog 5 )P%, et par récurrence descendante sur k € {0,--- ,n},
on en déduit que chacun des x) appartient & (Ei:lg 5 )P%. Comme (Ei:lg )P = Biifig’ K000 O
en déduit le résultat. O

La surconvergence des (¢, 7)-modules a également plusieurs conséquences intéressantes qui

vont nous étre utiles par la suite. On note Bl = Ur>o0 Bi".

Lemme 1.3.4. — Soit V une représentation p-adique de Gi et soit Dl(V) = (BI ® V)HT’K

le p-module surconvergent associé, et soit r > 0 tel que DI(V) = B;K Dt (Bl ®q,

V)HrK). Alors pour tout intervalle I compact tel que r < min(I), les éléments de DL(V)
T,rig

et DI (V) = BiﬁgK ®gt  DL(V), vus comme des éléments de DL(V) sont des vecteurs
’ ’ T, K

localement analytiques pour Goo.
Démonstration. — On définit ﬁjlg (V) par

Bl

rig,L(V) = (ET’T ®Qp V)Hoo

rig
Dans la démonstration de [GP18, Thm. 6.2.6], les modules DI (V) et D! (V') sont construits

T,rig

comme des sous-objets de ﬁ;rig’ (V)P de sorte que

pi*(v)c DI (V) c DI (v)Pe c DIl vyle

T,rig rig,

pour s > r, ce qui montre le résultat. ]
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On va maintenant s’intéresser a des conséquences de la démonstration de la surconvergence
des (¢, 7)-modules et principalement concernant un certain élément b, € AJLF (c’est le t de
[Liu08, Exemple 3.2.3]) qu'on définit par b, := pi/\,
p-adique et A = [[,,5o " (E([7])/E(0)) € BirigK est I’élément défini dans [Kis06, 1.1.1]. On

rappelle que, par [GP18, Lemm. 5.1.1], si I est un sous-intervalle de R avec min(I) assez grand,

ou t est le t usuel en théorie de Hodge

alors b et é sont dans (]A?;i)la La surconvergence des (¢, 7)-modules nous permet de montrer

des résultats plus précis concernant cet élément, et d’obtenir la conséquence suivante :
Proposition 1.3.5. — On at € \- (Bl)f=

Démonstration. — Soit V' = Qp(—1) comme représentation de Gg. La surconvergence des
(¢, 7)-modules montre en particulier que le (¢, 7)-module associé a V' est surconvergent, et
donc (Bl ®@q, V)75 est de dimension 1. En particulier, (Bl ®q, V)7 est engendré par un

élément de la forme z ® a # 0, et, quitte a diviser par un élément de QX, on peut supposer

X
P )
que a = 1. Tl existe donc z € BI, z # 0, tel que, pour tout g € H, g, g(2) = x(g)z. On en

T

déduit donc que z est invariant sous l'action de Ho, et donc z € Bi ; = (BDH)H=. On fixe
désormais un r > 0 tel que z € BIZ et tel que 1/by € ]~3J]r-f Le lemme 1.3.4 montre que z ® 1

est pro-analytique pour Gal(L/K), et donc z € (BI{QL

)P
Or, si v est un générateur topologique de Gal(L/K), on a v(by) = x(7)by, de sorte que

z/by € ]A?;i est invariant sous 7. De plus, z et 1/b, étant des vecteurs pro-analytiques de

f’)L’;L, c’est encore le cas de z/b,. En particulier, on en déduit que z/b, € (EL’;,L)WW:l.
Or (EI{Q}L)paﬂzl = B;r'::ig,K,oo par la proposition 1.3.2, de sorte que z/by € BI:;EF’K’OO.

Il existe donc un entier n tel que z/b, € @‘”(Bi’f;ng), et donc ¢"(z/by) € Bi’f?gTK. Mais

z et b, sont des éléments bornés, appartenant a ]AE;‘TL et EE N Bi’fiTgK = Bi”};T, de sorte que

©"(2/by) € Bi,K. Comme b, = ﬁ, on en déduit que " (t) = p"t € " (\) - B;L, et comme

n _ 1 . i .Bf
©"(A) = T BB A,onabienteN By, . O

En particulier, b, € Bi, et donc on dispose d'un moyen tres simple pour passer du (¢, 7)-
module d’une certaine représentation p-adique V' de Gx a sa tordue V' (d) pour un certain entier
d. On rappelle que V (d) est la représentation p-adique de Gx telle que V(d) = V en tant que
Q,-espaces vectoriels, et si x € V(d) et g € Gk, alors g-& = Xeya(9)%(g-2)v, ot (9- )y désigne

I’élément g - x dans V.

Proposition 1.3.6. — Si 'V est une représentation p-adique de G, si d est un entier relatif

et si D(V') désigne le (@, T)-module associé a V, alors

D(V(—d)) = b D(V).
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Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 1.3.5, puisque si (e1,- - , ey,)
est une base du ¢-module associé a V, alors (bi‘éeb e ,bgen) est bien une base du ¢-module
associé & V(—d) puisque b, € B;. O

Kisin montre dans [Kis06] que les représentations semi-stables & poids de Hodge-Tate négatifs
sont de E-hauteur finie, et donc a fortiori de hauteur finie, c’est-a-dire que si V' est semi-stable
a poids de Hodge-Tate négatifs, alors le ¢p-module sous-jacent au (¢, 7)-module D, (V) est
engendré par un p-module étale sur Bj; i+ Les propositions 1.3.6 et 1.3.5 montrent donc que,
étant donné une représentation semi-stable V' quelconque de Gy, il existe h(V) > 0 tel que
bg(v) est engendré par un un (¢, 7)-module étale Dt sur Bj’ - En particulier, si r;, est tel que

by 1 e ET“, alors toute représentation semi-stable est surconvergente de rayon < ry.

2. (¢, 7)-modules différentiels

2.1. Les invariants D et Dg. — Soient

Di,rig(v) = Bj—,rig,K ®BI x Di(v> et D;log(v) = BI,log,K ®Bi P Di(V)

Le théoréme 1.1.5 montre que D;rig(V) et D;log(V) sont respectivement des B;rig,K— et
Blylo& x-modules libres de rang d = dimq, (V). Le but de cette partie est de montrer comment
récupérer De,is(V') et Dg (V) & partir de ces modules.

Dans le cas particulier ott V est semi-stable & poids négatifs, Kisin a montré que D (V) =
(Bf ®q, V)HrK est un BIK—moduIe libre de rang d, et on verra qu’on peut récupérer D (V)
a partir de Dj_flog(V) = Bj’log’K ®B DH(V).

On va voir besoin pour la suite de certains résultats de la partie 3.2 de [Ber02], qu’'on va
maintenant rappeler.

On rappelle que (voir par exemple la discussion précédant [Ber02, Prop. 3.4]), si on pose
D (V) = (Bf; ®q, V)%, alors D (V) = (Bfgg ®q, V)9%. De plus, si V est a poids de Hodge-
Tate négatifs, alors D (V) = Dy (V), et dans le cas général, on a D (V) = t~¢D% (V(—d))

pour d assez grand.

Proposition 2.1.1. — Si V est une représentation p-adique, alors (]~3;r0g ®Q, V)95 est un

F-espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme induit par l’inclusion de ]A?;l'gg dans ELg
D3 (V) = (Bj,, ©q, V)9
est un isomorphisme de (@, N)-modules.

Démonstration. — Voir [Ber02, Prop. 3.4]. O
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En particulier, une représentation V' a poids négatifs est semi-stable si et seulement si elle
est B;rog admissible, et elle est cristalline si et seulement si elle est Bilg—admissible puisque ses
périodes sont tuées par N. Si les poids de Hodge-Tate de V' ne sont pas négatifs, on peut tordre
V et on en déduit alors que V' est semi-stable si et seulement si elle est Blog[l /t]-admissible et
elle est cristalline si et seulement si elle est BLg[l /t]-admissible.

On se propose maintenant de faire le lien entre D;rig(V) et les invariants Deis(V') et Dgt (V).
Pour simplifier les notations, on notera (Di 1og(V Y1/A)™=! (resp. (Di}rig(V)[l/)\])Tzl) les élé-
ments de Dl log
qu'éléments de (B, D1 DI (V)I1/A] (resp. (B, ®p - DI ;,(V))[1/A]) via Viden-

7,log, K de BTI‘lg,
et de DI(V) sont invariants sous I'action de H, x, les éléments de (Di 1og(V )[1/A)™= (resp.

(D} i (V)[1/A])™=") sont, considérés en tant qu'éléments de (B], Dni DI (V))[1/A] (resp.

(V)[L/A] (resp. DT 2ig(V)[1/A]) qui sont invariants sous I'action de 7 en tant

tification = — 1 ® . Remarquons en fait que, comme les elements de B!

T,rig
(Bilg D;rig(V))[l/)\]), a la fois invariants par 7 et par H, g donc par Gk.
Théoréme 2.1.2. — SiV est une représentation p-adique, alors

Dy (V) = (DL, (V)[1/A)=" et Deris(V) = (DL, (V)[1/A) ™"

Si de plus, V' est semi-stable (resp. cristalline) a poids négatifs, alors

DSt(V) (Dilog(v))‘r:1 (resp. Dcris(v) (D:_rlg(v))TZI)-
Démonstration. — On a Dilog( J1/A] C Blog[l/)\] ®q, V et DT He(V)[L/A] € Bilg[l/)\] ®q,

V. Comme inverser A dans BT revient & inverser ¢ puisque A/t € BT, on en déduit

que (Dilog( /AN = (Dilog( )[1/A])9% est inclus dans Dg(V), et de méme que

(DI (V)[1/A])™=! = (DI . (V)[1/A])9% est inclus dans Deys(V).

T,rig T,rig

On va maintenant montrer que Dy C (DI, (V)[1/A])™=! et on va également montrer que

7lo
Deyis C (Di gL/ A)™=L. On va en fait seg contenter de démontrer le premier point, le
deuxiéme s’en déduisant en faisant N = 0. Dans un premier temps, on va supposer que V
®Q, V)9% par la proposition 2.1.1. De
®q, V)K= Ei,log,K ©B! DY(V).

On en déduit donc que Dg (V) = (]~3;10g’K ®Bix DI(V))™=1. Or Gk agit trivialement sur

est a poids négatifs, de sorte que Dg (V) = (BITOg

plus, comme DI(V) a la bonne dimension, on a (BirOg

Dg(V), ce qui fait que Dy (V) est constitué de vecteurs localement analytiques. En particulier,

(Ei log. ik gt DI(V))™=! est constitué de vecteurs localement analytiques (ou pro-analytiques)
’ ’ T, K

de Ei,log,K ®pt DI(V) invariants par 7. Mais le lemme 1.2.4 montre que (EibgK gt

Di(V))pr = (El,log,K)pa ®Bix DI(V). Le calcul des vecteurs pro-analytiques de BT log i ©f
fectué en 1.3.3 montre que (]A?;i”fog )P Bifog K.o- En particulier, il existe un entier n

et une base (e1, -+ ,eq) de DI(V) tels que Dy (V) = (&L 1BTlogKn e;)"=!. Mais comme
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@ : Dg(V) — Dg(V) est bijective et commute a l'action de Galois, on en déduit que
©"(Dst(V)) = Dgt(V) et donc que Dg(V) = (@Zd=1BIﬁ):gT;K - ¢"(e;))™"1, ce qui montre que
Dy(V) C (D] 1o (V)[L/N).

Ce qu’on vient de faire montre que, si d est assez grand, on a linclusion Dy (V(—d)) C
(D 1og (V(=d))[L/A)™=". On a DI, (V(~d)) = DI, (V) par la proposition 1.3.6 ct on a

aussi Dy (V(—d)) = t?Dg (V). On a donc DI, (V(—d))[1/A] € tDf,  (V)[1/A], et donc

Dy(V(~d)) € (DL, (V(=d)[1/A])"=" ¢ (tD!

T,log T,log

(VL/A)™= =D, (V) [1/A)
puisque ¢ est invariant sous 7. Comme Dy (V (—d)) = tYDg(V'), on obtient alors
Dy (V) =t Dy (V(=d)) C t= 44D}, (V)[1/A])7=" = (DL, (V)[1/A])7=.

On en déduit donc le résultat pour V' quelconque.

Dans le cas ot V' est semi-stable & poids négatifs, on sait par [Kis06, Prop. 2.1.5] que D (V)
est un BIK—module libre de rang d et que Dy (V) = DF(V) = (]A?;l'gg ®q, V)9%. Comme
Dj,log (V))T:1
est inclus dans Dg (V). Comme D} (V) a la bonne dimension, on a (Efgg ®q, V)irx =

Bl e i Opt DF (V). On en déduit donc que Dy (V) = (E;Og,}( Ogt DX (V)™=L, et la

(V) c (Efgg ®q, V), on en déduit en prenant les invariants sous Gx que (D:log

méme preuve que précédemment montre alors que Dgi (V) C (D, (V))™=!. La encore, le cas

T,log

cristallin s’en déduit en faisant N = 0. O

Proposition 2.1.3. — On a les isomorphismes de comparaison suivants :

1. siV est semi-stable, alors
B 1op i [1/N ©g1  DHV) = Bl o, 1 [1/A @F Da(V);

2. si V est cristalline, alors

BTr,rig,K[l//\] ®Bi K Di(V) = Bj—,rig,K[l/)\] ®F DcriS(V)-
Démonstration. — La aussi, montrer le cas semi-stable suffit puisqu’on obtient le cas cristallin
en faisant N = 0. Par la proposition 2.1.2, on a Dy (V) = (Di}log(V)[l/)\])Tzl, donc a fortiori

Dy (V) C D;log(V)[l/)\] C Bj’,log,K[l/A](gB: KDi(V). Réciproquement, [Ber02, Prop. 3.5] nous
dit que comme V' est semi-stable, Efog[l/t] QFDg(V) = Efog[l/t] ®q, V, et donc puisqu’inverser
t dans ]~3fLOg revient & inverser A et que DI(V) C D;log(V) C Efog[l/)\] ®q, V, on en déduit en

prenant les invariants sous H g que D;log(V) C (]~31T0g[1/)\] ®p Dgt(V))rK = Ej—,log,K[l/)\} QF

D¢ (V). En particulier, on a donc

Bl g [1/N ©1  DL(V) =B, [1/X ©F Dit(V)



22 LEO POYETON

et donc, en choisissant des bases {d;} de D (V) et {e;} de DI(V), il existe une matrice A €
GL4(B! |, x[1/A) telle que (e;) = A(d;).

En particulier, il existe n > 0 tel que A\"A € Md(ﬁi log,K)7 et il existe m > 0 tel que
AmATL € Md(ﬁibg’]{). On note (a;;) les coefficients de A et (b;;) ceux de A~!. Alors pour tout
i,

)\”ei = Z(A”aij)dj
J
et

)\mdl == Z()\mbij)ej .

J
Comme les (e;) et (d;) sont des vecteurs pro-analytiques pour 'action de Gal(L/K) et inva-

riants sous I' (et A aussi), c’est aussi le cas des (A"a;;) et des (A™b;;) par le lemme 1.2.10, de
sorte qu'il existe r > 0 et £ > 0 tels que les (A"a;;) et les (A™b;;) soient tous dans Bi’fog ) Darla
proposition 1.3.3. Comme ¢ définit un isomorphisme sur Dg (V) et comme ¢(DI(V)) engendre
DI(V), les (p%(e;)) et les (¢(d;)) forment également une base respectivement de Dy (V) et de
DI(V), et p'(A) € GLd(Bj’,log,K)’ ce qui permet de conclure. O

Remarque 2.1.4. — Si V est semi-stable a poids négatifs, on peut se demander si on a
Bl e s “Br, DI (V) =B 0k ©F Dst(V).

Dans le cas ou V est semi-stable a poids négatifs, on a
B:log,K QF DSt(V) = Bi_,log,K ®Bj7K Dﬂ—"—(v)v

et donc, en prenant les vecteurs pro-analytiques et en utilisant le lemme 1.3.4, on en déduit
comme dans la preuve de la proposition précédente que la matrice de passage d’une base de
Dy (V) & une base de D} (V) est dans GLd((E:b& )P%). Malheureusement, contrairement au
cas précédent, si (eq,---,eq) est une base de DF(V), alors (¢™(e1),---,¢"(eq)) n'a plus de
raison d’étre une base de D} (V'), puisque la matrice de ¢ dans cette base est dans GL4(B k)N
Md(Bj,K) mais n’a pas de raison d’étre dans GLd(Bj,K). On en déduit donc seulement qu’on a

un isomorphisme de comparaison

+ +(1) — Bt
BT,log,K,oo ®BiK DT (V) - Br,log,K,oo QF Dst(V)'
2.2. (¢, Ny)-modules. — Si V est une représentation p-adique, on peut associer a son (¢, I')-

module cyclotomique sur ’anneau de Robba D;rig(V) une connexion provenant de l'action in-

finitésimale de I', ce que Berger a étudié dans [Ber02]. La théorie des vecteurs localement
A
rig
analytiques (voir par exemple [KR09, §2.1]) et puisque la connexion ainsi associée n’est autre

analytiques rend cette construction directe puisque les éléments de D/, (V') sont localement

que 'opérateur de dérivation dans la direction cyclotomique V. : DLg(V) — DLg(V), défini par
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(y=D=
log x(v)

(voir [Ber02, §4.1] pour plus de détails). C’est une connexion au-dessus

.I.
rig, K

Vy(z) = %gml

de I'opérateur V., : Biig x — B et cet opérateur V., sur Biig i West autre que 'opérateur

4 si K =F (on rappelle que u = [¢] — 1).

En gardant cette vision localement analytique des choses, la définition analogue dans le cas

des (¢, 7)-modules serait de simplement remplacer la connexion V., sur Diig(V) dans le cas

cyclotomique par la connexion V. sur Di rig(V) au-dessus de l'opérateur V. : B: rig, K
Blyri& i+ Le probleme est que l'action de 7 ne se fait qu’aprés avoir tensorisé au-dessus de
it ) ) A T T ; )

BrigyL, et qu'on n’a méme pas VT(BT,rig,K) C BmigyK. On dispose en revanche d’un espace

naturel sur lequel 'opérateur V., est défini, & savoir (]~3Lg 1 )P?, et plus généralement on peut
définir une connexion V. sur (]éiigL ® DI (V))pa = (]A?;Lg,L)pa ® DI (V).

T,rig T,rig

Pour des raisons évidentes, on souhaiterait néanmoins renormaliser I'opérateur V, de fagon a

avoir V, (B;ri&K) C Bjrr,rigJ(' On définit donc un nouvel opérateur Ny sur (EiigyL)pa, en posant
Ny = %VT. Remarquons que, comme % € BTL et est localement analytique d’apres [GP18,

Lemm. 5.1.1], 'opérateur Ny : (ELg’L)pa — (EL&L)pa est bien défini, et plus généralement, la

connexion Ny : (EL&L@)DT (V))pa — (BI.gL ® D! . (V)P est bien définie. De plus, comme

T,rig i T,rig
V. ([7]) = t[7] et comme A\ € Bi rig, J» 01 & bien Nv(Bi rig %) C BirigK,

et le choix du signe est
fait pour que I'opérateur qu’on vient de définir sur Bi rig, K coincide avec I'opérateur Ny défini

par Kisin dans [Kis06], puisqu’on a avec cette définition Ny ([7]) = —A[7].
j’,rig -module libre D muni

T T
T,rig, T,rig, K

Définition 2.2.1. — On appelle (p, Ny )-module sur B!

T,rig,

xun B

d’un Frobenius et d’une connexion Ny : D — D au-dessus de Ny : B x— B c’est-

a-dire que pour tout m € D et pour tout x € B;rig’K, Ny (z-m) = Ny(x)-m+x-Ny(m), et
qui satisfait de plus la relation Ny o ¢ = g(([g)] pp o Ny.

Proposition 2.2.2. — Si D est un (p,7)-module sur (Bi,rigﬂ, BTL), alors l'opérateur Ny :=
%AVT, défini sur (Bling Rpt D)P2 vérifie

T,rig, K

Ny(D) c D.

Démonstration. — Soit lN)Tig’L = (]~3Lg7L Rpt D). Une conséquence de [GP18, Prop. 6.1.6]

r T,rig, K
montre que D est inclus dans (D;rig, 1)P? (on pourra aller voir [Poy19, Thm. 4.3.26] pour une

preuve complete de ce résultat). De plus, (ﬁjig 1)P? est stable sous I'action de 7 et donc par la

connexion V., et comme _T/\ € (ET )Pa il est aussi stable sous 'opérateur Ny .

rig,L

On va commencer par montrer que, si x € (ﬁjig )P est invariant sous Gal(L/K), alors c’est
aussi le cas de Ny (), ce qui nous donnera Ny (D) C (ﬁjig £)P&7=L Soit done x € (ﬁLg 7 )Pa=L
et soit g € Gal(L/Kx). Comme Ny (z) = —2V,(z) et que la relation entre 7 et Gal(L/Kx) est

donnée par gr = TXv9) g on en déduit que g(Ny(z)) = —m%v xeyar@) (9(2)) = Ny ().
cyc T
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On sait que (ﬁ;rig )P = D@yt BI rig, K 00 DA la proposition 1.2.6 et le théoreme 1.3.2.
K T,!‘ig, bl ) )
En particulier, si (e, -+ ,eq) est une base de D, il existe m tel que les (Ny(e;)) appartiennent

tous a D ®p+ gO*m(BT ), de sorte que les ¢ (Ny/(e;)) appartiennent tous a D. Comme

rig, K
T,rig, K T8,

la relation entre Ny et ¢ est donnée par Nyp = %(EO}))pcpNv, on en déduit que les Ny (¢™(e;))

sont tous dans D. Comme (¢™(e1),--- , ™ (eq)) est aussi une base de DI (V), et donc a fortiori

.|.

Toxig K> O1L €N déduit le résultat. O

aussi une base de D et que Ny stabilise B

En particulier, si V' est une représentation p-adique de Gg, la connexion Ny associée a son

(¢, 7)-module différentiel DI (V') définit une structure de (¢, Ny)-module.

T,rig

Proposition 2.2.3. — Si V,V' sont deuz représentations p-adiques de Gy, alors DI (V) et

T,rig

D;rig(V’) définissent le méme (v, Nv)-module si, et seulement si, il existe n > 0 tel que V et

V' sont isomorphes en tant que représentations de Gy, .

Démonstration. — Dans cette preuve, on utilisera systématiquement le théoreme de Kedlaya
[Ked05, Thm. 6.3.3] qui nous dit que tout @p-module étale sur Bj’,rig, ; Provient par extension
des scalaires d’un ¢-module étale sur B; x en jonglant entre les modules surconvergents et ceux
sur I’anneau de Robba, en gardant a ’esprit que ces données sont équivalentes.

S’il existe n > 0 tel que V et V' sont isomorphes en tant que représentations de G, ,
alors V' et V' sont a fortiori isomorphes en tant que représentations de H; g, de sorte que

DI (V)= DI (V') en tant que p-modules. Comme de plus, V et V' sont isomorphes en tant

T,rig T,rig

que représentations de G, , Paction de 77" est la méme sur (BT ®q, V)7 et (Bf ®q, V)=,
de sorte que DI(V'), DI(V') sont isomorphes en tant que (o, 77" )-modules sur (B;K, BTL) Par
(V) = DI . (V') en tant que (¢, Ny)-modules sur

T,rig

définition de Ny, on en déduit que D;rig
T

BT,rig,K'
Réciproquement, si V et V' sont deux représentations telles que DI (V) = D;rig(V’ ) en

T,rig

il suffit clairement de montrer qu’il existe n > 0 tel que

]A?;Lg 1)- Soient donc r > 0 et

tant que (¢, Ny)-modules sur Bi rig, K

Di’rig(V) = Di’rig(V’) en tant que (¢, 77" )-modules sur (B;M&K7
(e1,--- ,eq) des éléments de DI (V) N DI (V') tels que (eg - - - ,eq) soit une base du ¢-module
DI(V) = DI(V'). Soit s > r et soit I = [r;s]. Par le lemme 1.3.4, les e; sont des vecteurs
localement analytiques de DI (V) = Bl Rptr Di7(V) et de DL(V') = B Dpgtr DI (V")
(remarquons qu’on a DI (V) = DI(V’) en tant que p-modules par hypothése). En particulier,
il existe n > 0 tel que, pour tout i, exp(p"+Nv)(e;) converge dans (DL(V))2 et (DE(V')2, de
sorte que, pour tout 7, 'action de 77" sur e; en tant qu’élément de Bi(V) est la méme qu’en tant
qu’élément de Ei(V’) Comme on a une injection EET(V) — Bi(V) (c’est une conséquence
directe de [Ber02, Lemm. 2.7]), on en déduit que I'action de 77" sur ﬁji&L(V) et BL&L(V’)
coincide, d’ou le résultat. O
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Remarque 2.2.4. — La preuve de la proposition 2.2.3 montre en fait que deux (¢, 7)-modules
D, D’ sur Bi rig ;¢ définissent le méme (¢, Nyv)-module si, et seulement si, il existe n > 0 tel que

D et D’ sont isomorphes en tant que (¢, Tf”n)—modules, I’énoncé de la proposition correspondant

au cas particulier ot D et D’ sont étales.

On va maintenant montrer comment associer & tout (¢, Ny )-module un (¢, 77")-module pour

n assez grand.

Proposition 2.2.5. — Soit D un (¢, Nyv)-module sur BI‘,rig,K‘ Alors il existe n > 0 et D" un
(o, 7P")-module sur (Bivri&K,ELg’L) tels que D = D' en tant que (@, Ny )-modules.

Démonstration. — Je tiens a remercier Laurent Berger pour m’avoir fait remarquer qu’une telle
construction était possible en s’inspirant de [Ber13, Coro. 4.3]. Soit D un (¢, Ny)-module sur
T T,
BTzrig7 T,:ig,K'
INpI # (. On pose pour k > 0, I}, = pFI et Jy, = I; N I, Par [Ked05, Thm. 2.8.4], la donnée

i et soit » > 0 tel que D soit défini sur B Soit I = [r;s] avec s > pr, de sorte que
de D" est équivalente a la donnée d’un fibré vectoriel { £y}~ , ot les Ej, sont des Bi’“K—modules

libres tels que

1
Ek+1 ®B1k+1 BT},CK = Ek;,
T, K

oo I
et il existe (e1,-,eq) € Ng>o Lk tels que By = Zd:l BT’jK - €.
L’opérateur Ny sur D induit un opérateur sur Fy = B£ Kk ®gtr D", donné par —[%]Aﬁ ®
’ T,rig, K
Ny, qu’on notera toujours Ny. Cet opérateur est continu pour la topologie donnée par V (-, I),

et donc il existe n > 0 tel que, pour tout 7 € {1,--- ,d}, la série donnée par

exp(Tp"Nv(ei))

converge dans Bi vers un élément qu’on notera 7T, o(e;). Les e; formant une base de Ey sur
DT’

BTyT

B! ., ils forment par extension des scalaires une base de D! := B{ g o= B! ®
s T 7,rig, K

sur Ei On rappelle que ]~3£ est muni d’'une action continue de Gy, et on étend T}, 9 en un
opérateur 77" -semi-linéaire de Ei en posant Ty, (x - e;) = 7" (2)Tho(e;). Pour k > 0, on note
=1

E]/C = BLk ®B[kK Ek

Pour tout k > 0, le Frobenius induit des bijections ¢* : E, — Epi1 et ¢y : E, — Ej .
Pour z € Ej, on pose T), () = ¥ o T(0™(x)), et on étend Tk a Bi’“ ®]~32k EI/<:+1 par semi-
7P"_linéarité. Comme ¢ commute & I’action de Gx et avec _TtNW on en déduit que T}, p+1(x) =
Ty () sur

o/ J)
E]I€+1 ®]§2,€+1 B;* = E]IC ®]§1Lk B,

ce qui montre que la collection d’opérateurs {Tn,k}k>0 est compatible & la structure de fibré

vectoriel sur B!

r{g, 1, donnée par la collection {E}}, -, c’est-a-dire que les opérateurs {7}, k};~
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, '3 « 1. s . ST.17 . . N
se recollent en un opérateur 7P -semi-linéaire T}, sur Bii’g [ ®gtr D", ce qui confere a D une
b

T,rig, K
structure de (¢, 77")-module sur (B;rig?K,BLg’L).

Cette structure de (g, 77" )-module sur (B! ]~3LgyL) permet de lui associer un (¢, Ny)-

T,rig, K
module D" sur B;rig, i tel que les p-modules sous-jacents sont les mémes (puisqu’on a simple-
C " . , ~I =~
ment ajouté une structure additionnelle au ¢-module). L’action de 77" sur D/, = Bi@%r i D"
T, y
. , =~ C . )
permet de reconstruire un opérateur Ny sur D', qui coincide par construction avec I’opérateur

Ny de départ sur D!, de sorte que les opérateurs Ny sont les mémes. ]

En particulier, si D est un (¢, Ny )-module étale, la proposition précédente permet de munir D
d’une structure de (¢, 77" )-module étale, et donc de lui associer une représentation p-adique V;,
de Gk, . Si on considere W = indgin Vi, alors W est une représentation de G qui contient une
sous-représentation V dont la restriction a G, est isomorphe & V,,, de sorte que D;ﬁg(V) ~D

T

g K- Cela montre que travailler avec la catégorie des

en tant que (¢, Ny)-modules sur B
(¢, Ny )-modules étales revient a travailler avec la catégorie des représentations p-adiques de Gy

quotientée par la relation d’équivalence “V = V' si et seulement si In > 0 tel que Vigk, = IIQK 7,

3. Caractérisation des représentations potentiellement semi-stables

3.1. Rappels sur les (p, N,Gy i )-modules filtrés. — Dans ce qui suit, M désigne une
extension galoisienne finie de K, et on notera G/ i le groupe de Galois de M /K. On note My

lextension maximale non ramifiée de F' dans M, c’est-a-dire My = W (kas)[1/p].

Définition 3.1.1. — Un (¢, N, Gy )-module est un Mo-espace vectoriel D de dimension
finie et muni d’une application o-semi-linéaire injective ¢ : D — D, d’une application linéaire
N : D — D telles que Ny = ppN et d'une action semi-linéaire de Gk qui commute a ¢ et
N.

Définition 3.1.2. — Un (¢, N, Gy )-module filtré est la donnée dun (o, N, Gy i )-module
D et d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée Fil'Dy; sur Dyy = M @ M, D par des
sous-M-espaces vectoriels stables par Gy k-

Remarque 3.1.3. — 1l est équivalent de se donner une filtration sur Dg = D%M/ K.

Définition 3.1.4. — On définit si D est un (p, N, Gpr/x )-module filtré de dimension 1, ¢ (D)
comme le plus grand entier i tel que Fil'Dys # 0, et si y € M; est une base de ¢ dans une
certaine base, alors v,(y) ne dépend pas du choix de la base, et on définit ¢t (D) = vp(y). En
dimension supérieure, on définit ¢t (D) :=tx(det D) et ty (D) := ty(det D).

On dira qu'un (¢, N, G/ i )-module filtré est admissible si ¢y (D) = tx(D) et si pour tout
sous-(, N, Gyr/i )-module de D, muni de la filtration induite, on a tg(D') < tx(D').
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Remarque 3.1.5. — Cette définition d’admissibilité correspond en fait & ce que Fontaine
appelait en fait dans [Fon94b, Déf. 4.4.3] faiblement admissible. Cependant, depuis la démons-
tration de I’équivalence « faiblement admissible implique admissible » dans [CF00], il semble
plus naturel de définir admissible de cette facon, sans rentrer en conflit avec la définition de

(¢, N)-module filtré admissible de Fontaine dans [Fon94b, 5.3.3].

Proposition 3.1.6. — La catégorie des (¢, N, Gk )-modules filtrés admissibles est une sous-

catégorie pleine de la catégorie des (p, N, QM/K)-modules filtrés, et elle est de plus abélienne.
Démonstration. — Voir [Fon94b, §4]. O

Théoréme 3.1.7. —

Si 'V est une représentation p-adique de Gi dont la restriction a Gpr est semi-stable, alors
Dym(V) = (Bg ®q, V) est un (¢, N, Gy i )-module filtré admissible sur K.

Le foncteur Dg pr, de la catégorie des représentations p-adiques de Gi dont la restriction a Gy
est semi-stable dans celle des (¢, N,Gyr/x)-modules filtrés admissibles, est une équivalence de

catégories.
Démonstration. — Voir [Fon94b, Prop. 5.3.6]. O

Définition 3.1.8. — On appelle (¢, N, Gk )-module filtré tout objet qui est un (¢, N, Gar/k)-

module filtré pour une certaine extension galoisienne finie M de K.

3.2. (¢, N)-modules filtrés et théorie de Kisin. — On va rappeler dans cette section
comment Kisin dans [Kis06] construit des (¢, Ny)-modules sur Bj’rig’ ) associés a des (¢, N)-
modules filtrés effectifs.

On définit )Z'n comme le complété de K, ®o, Ain pour la topologie ([7] — my,)-adique.
L’anneau X,, est muni de sa ([7] — mpn)-filtration, qui s’étend en une filtration sur le corps des
fractions de X,, qu'on notera Y, := X, [1/([7] — m)].

On dispose pour tout n € N d’applications naturelles B: K~ Bj’rig K= Xn données par
u — 1 ® u, et on peut étendre cette derniere application a Bj’log ) €en envoyant log[7] sur

=1

L’anneau Aj} ;¢ est muni d’un Frobenius ¢ qui envoie [7] sur [7]P et agit comme le Frobenius
absolu sur Op. On notera ¢p : A;f P A:: 5 Vapplication Z,[[7]]-linéaire qui agit sur O via

le Frobenius absolu de Op, et pr : A1, — AT, lapplication Op-linéaire envoyant [7] sur

T

[7]P. Ces applications induisent des applications ¢ et @, sur B£ K pour tout I et sur B rig, K-
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On récupeére bien str ¢ via ¢ = pp o ¢, sur chacun de ces anneaux. On note également Ny
opérateur sur X,, et Y, défini par Ny := —[%]/\ﬁ.

Toutes les définitions de ces objets sont faites par Kisin dans [Kis06, §1.1.1], mais on en
a changé les notations ici. On définit également la notion de p-modules et représentations de

FE-hauteur finie.

Définition 3.2.1. — On dit qu'un p-module M sur BjrigK est de E-hauteur finie si le

_l’_

conoyau de I'application B rig, K

-linéaire ¢ : @*M — M est tuée par une puissance de E([7]), et
on dit qu'un (¢, Ny)-module sur Bj’rig’K est de E-hauteur finie s’il I'est en tant que ¢-module.

On dit qu’une représentation V est de E-hauteur finie s’il existe dans D, (V) un ¢p-module D"
sur Bj_tK = B, NB" tel que D, (V) = B,k ®B?-L,K D7 et tel que le conoyau de ¢ : ¢*Dt — DT

est tué par une puissance de E([7]).
Remarquons qu’on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.2. — Soit V une représentation p-adique de Gi. Si DT est un sous-p-module sur
B::K de D(V) = (B; ®q, V)mx de type fini, alors DT C (B} ®q, V)Hmx.

Démonstration. — La preuve est la méme que [Col99, Lemm. IIL.5]. O

En particulier, si V est de E-hauteur finie, alors ((Bf ®q, V)#x, (B+ ®q, V)7=) est un

(¢, 7)-module sur (B;K, EZ) puisque BT est stable sous action de G-
Lemme 3.2.3. — Soit M un B£7K—m0dule libre de type fini et soit N C M un sous-module.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. N C M est fermé;

2. N est de type fini;

3. N est libre de type fini.
Démonstration. — Voir [Kis06, Lemme 1.1.5]. O

Soit maintenant D un (, N)-module filtré effectif, c’est-a-dire tel que Fil’D = D. On rappelle
que, suivant la définition 3.1.2, la filtration de D est donnée sur Dg = K Q@ D. Pour n > 0,
on définit ¢, 'application composée :

O ™™ ~ ~
B;IO&K ®@r D — Bi_,log,K QD — X, ®p D =X, ®k Dk

qu’on étend en une application

tn BT

T,log,K[l/)‘] QD — an R D .
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On définit maintenant

M(D) := {= € (B

T1og.x[1/A] ®F DYN=0 ., (2) € Fil’(Y,, ® Dg) pour tout n > O} .

On remarque au passage que (B:_rlog x[1/A @ D)N=0 est un B:_“rig -module muni d’un Fro-
benius semi-linéaire déduit de ceux sur D et BT [1/A], et d'un opérateur différentiel Ny

T,log, K
induit par Ny ® 1 sur Bj—_,log,K[l/)‘] ®p D.

Lemme 3.2.4. — Si on munit X,, d'une structure de Birig c-module via ©3", alors :
. . e + N=0 e . . .
1. Vapplication X, ®Bj,rig,K (Br,log,K ®p D) — X, ®k Dk induite par i, est un iso-
morphisme ;
2. On a

X, @+ MD)== > ([7] - 1) 7 X, @k FiV Dy
T,rig, K ]20
et ([7] — m) I X, @k FiV D = o2(E((7))) ™ X, @k Fil/ Dy
Démonstration. — Voir [Kis06, Lemme 1.2.1]. O

Lemme 3.2.5. — Les opérateurs ¢ et Ny sur (B,,"Tlog < [1/A@pD)N=0 induisent sur M(D) une

structure de (¢, Nv)-module sur Bj’rig,K. De plus, on a un isomorphisme de Birig’K—modules
coker(1®@ ¢ : " M(D) — M(D))= Bizo (B 4, 1/ E(F))™,

ot h; = dimg gr'Dg.

Démonstration. — Voir [Kis06, Lemme 1.2.2]. O

Si M est un p-module de E-hauteur finie, Kisin définit dans [Kis06, §1.2.5] un ¢-module
filtré associé, noté D(9M), de la fagon suivante : le F-espace vectoriel sous-jacent de D(9N) est
M /[T, et Popérateur ¢ est induit par celui de 9. Il définit ensuite une filtration décroissante
sur @*IM par :

Fillp*m = {z € "M :1® p(z) € E([F])'M}.

Le lemme 3.2.3 montre que c’est une filtration par des B;ri& x-modules libres de type fini, dont
les parties graduées successives sont des modules de E([7])-torsion. Par transport de structure,
cela définit une filtration sur (1®p)(@*M). Kisin montre ensuite dans [Kis06, §1.2.7] comment
construire a partir de cette filtration une filtration sur D(9) i. Si maintenant, 9t est un (p, Ny )-

module sur B de E-hauteur finie, on munit D(9) d’un opérateur Ky-linéaire N, en

T,rig, K
réduisant I'opérateur Ny modulo [7], ce qui munit finalement D (1) d’une structure de (¢, N)-

module filtré. Kisin montre alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2.6. — Les foncteurs D — IM(D) et M — D(IM) sont exacts et quasi-inverses
lun de Uautre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre les (p, N)-modules

filtrés effectifs et la catégorie des (¢, Nv)-modules de E-hauteur finie sur B:rig’K.

Démonstration. — Voir [Kis06, Thm. 1.2.15]. O

3.3. Construction de (¢, 7)-modules & connexion. — Dans cette section, on va générali-
ser les constructions de Kisin dans [Kis06] en adaptant les méthodes de Berger dans [Ber08].

On commence par définir la notion de (¢, 7a7)-modules sur (Birig’ Mo ELg’ LM) :

Définition 3.3.1. — On appelle (@, 7ar)-module sur (Birig’M, B! ) la donnée d’un triplet

I‘ig,LM
(D, ¢p,Gal(Ly/M)), ot :

T

1. (D, ¢p) est un p-module sur Bi rig M+ € est-a-dire un module libre de type fini sur B ;. ,/,

muni d’'un Frobenius semi-linéaire dont I'image engendre ledit module ;

de Gal(Lys /M)

Ogt D telle que cette action commute a p := Pt Q@ ¥p;
T,rig, M rig,L s

2. Gal(Lps/M) est une action Gal(Lps /M )-semi-linéaire continue sur ]~3Lg7LM

sur D := B!

rig, L s

3. en tant que sous B;rig’M—module de l~), ona D C DHrm,

Définition 3.3.2. — Si M/K est une extension galoisienne finie telle que M et K, soient
linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, pp, Gal(Lys/M)) est un (¢, Tar)-module

sur (BJr B!

rxig M Brig 1,,), on dit que D est muni d’une action de Gal(M/K) si Gk agit sur D et

si:
1. D en tant que sous ensemble de D est stable sous l'action de H K C Ok ;
2. Gr,, agit trivialement sur 15, et H; ) agit trivialement sur D ;

3. laction de Gas/Gr,, C Gi/Hoo coincide avec I'action de Gal(Ly /M) sur D.
On dispose d’un résultat de descente galoisienne pour les (¢, 7p7)-modules :

Proposition 3.3.3. — Si D = (D,¢p,Gal(Ly/M)) est un (v, Tar)-module sur Birig L
muni d’une action de Gal(M/K), avec M/K une extension galoisienne finie, alors DK est

Bjig, ;) et D= Bl’ri& M Opgt DH- k.

un (@, T)-module sur (B!
T,rig, K

T,rig, K

Démonstration. — La démonstration est similaire & celle de [Ber08, Prop. 1.3.2].

Le fait que D = B;rig’M OB, ik DUk en tant que p-modules suit de [Ked04, Lemm.
2.6]. On va maintenant montrer que ¢*(Dx) = DHrx_ Soit (y;) une base de D sur Bj’,rig,M
contenue dans D=5 et soit 2 € D=5, On peut alors écrire z = "% z;0(y;) avec x; €
Blyri& > €t comme les y; et x sont fixés par H; g, on a également que les x; € Bi’rig, x> et donc

r € o*(DHrK).
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Il reste & montrer que Brlg 1 ®p D7k est bien muni d’une action de Gal(L/K) vérifiant
‘r rlg K

les bonnes conditions, ce qui découle de la définition 3.3.2. 0

On pose, pour n > 0, X, le complété de K,, ®0, Or[e~"([7])] pour la topologie (¢~ ([7]) —
m)-adique, et Y, := X,[1/(¢™"([7]) — m)] son corps des fractions. On dispose évidemment
d’applications bijectives ¢ : X, — X, et ¢ : Y, — Y,, données par ¢ "([7]) — [7]

et réciproquement, d’applications ¢ " Xn — X, et o™ }7” — Y, données par [7] —
[fl=[ - o
X

¢~ "([7]). La composée des applications B log. K " X,, définit un élément

log(e~"([7])) = ¢ "(log[7]) dans X,,, et on appellera toujours log[7] I’élément p™ log(v~"([7])).
On définit la connexion Ny sur X, (resp. Y;,) comme l'image par ¢;" de Ny sur X,, (resp. Y;,)
et on ’étend naturellement a Y,,.

On définit n(r) comme le plus petit entier n tel que p"~!(p — 1) > r, et on rappelle que (voir
[CC99, III. §2] par exemple) o "(Bl") ¢ B pour n > n(r).

rig
Proposition 3.3.4. — Les X, sont des sous-anneaux fermés de B:{R tels que X, C Xpy1,
et sin > n(r), alors p~ (Blflg x) C Xp.
Démonstration. — La proposition [Col02, Prop. 7.14] montre que K, @ BT s’identifie & un

sous-anneau de Bjy, de sorte que c’est aussi le cas pour K, ®o, Op[p " ([7])] qui est un sous-
anneau de K,,@rB*. De plus, o ~"([7])—m, engendre ker(6) dans Ok, @0, AT (voir par exemple
[C0l02, §7.4]) et donc la topologie (¢~ "([7]) — m,)-adique sur K, ®o, Or[e "([7])] coincide
avec la topologie ker(f)-adique, de sorte que X, est le complété de K, ®p, Orle~"([7])] dans
BIR. En particulier, c’en est un sous-anneau fermé. Le fait que X,, C X, 1 provient simplement
du fait que K,, C K,11 et que o "([7]) € Xp41.

Il reste & montrer que ¢~ (Bl ) C X,,. Comme ¢ "(B}:") c By, pour n > n(r), on sait

T,rig, K rig
déja que ¢~ (Bi;g, ) C Bii, et que les éléments de BJr rrig i Sont de la forme 37y c 7 ay[7 ¥ tels
que ay € F et vy(ag) + p;el k/p — 400 quand k — oo pour tout p € [r,+oo[. De plus, on a
—n/r~ ~pn 10g[7~r]
e ([7]) = [ ] = mnexp(—=) € X
Si maintenant x € Bi’ngK, on écrit © = Yoz ax[T]* et on a :
. e klog[]
= ¢ Ma)e (7" =) arm exp(— )
keZ keZ
(klog[m
_ k
Z ak 7T Z nzll
kzeZ

(log[m
= Z nzzl Z kz& 7'['

keZ
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Comme la somme ;.7 k'apmk converge pour tout i € N puisque n > n(r) et comme log[7] €
(@~ ™([7]) — mn) Xy, par définition, on en déduit que ¢~ "(z) définit bien un élément de X,,, ce

qui termine la preuve. ]

On notera par la suite ¢, : BI’:ig x — Xp lapplication définie par ¢ =" pour n > n(r).

i’;gK qui divise \* pour h > 0, alors

(=)

Proposition 3.3.5. — Si I est un idéal principal de B

I est engendré par un élément de la forme H:z;( avec les jn, < h.

r)

Démonstration. — On a A\ = [[T20 (%@). De plus, on a BI” x/eM(E([T]) ~ Ky, de

n=0 T,rig,

sorte que les " (E([7])) sont des idéaux maximaux. Si maintenant z est un générateur de I,

w\)\h et donc par [La262, Prop. 10], z est le produit d’une unité par un élément de la forme

+00 e™(E(m]) )"
L (ZFo ) =
Théoréme 3.3.6. — Si D est un p-module sur B;rig,K, alors il existe r(D) > 0 tel que pour

tout v > r(D), il existe un unique sous Bi’:ig x-module D, de D tel que :

_gt :
1. D =Bl x ®gir D

2. le Bi’firg e -module Bi’ffg x @gtr Dy a une base contenue dans p(D,).
’ ’ ’ ’ T,rig, K
Démonstration. — Ce résultat est une variante d’un résultat de Cherbonnier [Che96], et la
preuve est la méme que celle du théoreme 1.3.3. de [Ber08]. O
Si D est un p-module sur B i et sin >n(r) avec r > (D), application ¢, : BI" P

T7rig7 T7rig’

X, confére une structure de Ln(BT’T )-module a X, et la formule ¢, (1) - © = pz donne une

T,rig, K
T?T,
structure de ¢,,(B} 4, k¢

donc de définir X,, ®

)-module & D, et on note alors ce module ¢,(D,). Cela nous permet

for tn(Dy), qu’on écrira X, ® . D, afin d’alléger les notations.
tn (BTirig7K) BT:rig,K

Proposition 3.3.7. — Si D est un p-module de rang d sur B! K et si DWW D@ sont deux

T,rig,

i -modules libres de rang d et stables par ¢ de D[1/\] = B;r_’rigj([l/)\] Rpt D tels

T,rig, K

1.
sous BT’rig

que :
1. DWO[1/N] = D@[1/\] = D[1/)\];

2. X, ®;§w bV = x, ®gw DY pour tout n >0 ;
7,rig, K T,rig, K

alors DWW = D),

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. 1.3.4].
On a DW[1/\] = DP[1/)] donc il existe b > 0 tel que M*D® < DM, Soit maintenant

r > max(r(DW),r(D®)) et tel que :
Xn ®Ln D’,(‘l) — Xn ®;§T,r D’£2)

o
B‘r,rig,K T,rig, K
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pour tout n > n(r). Les diviseurs élémentaires de A" D) ¢ DM sont des idéaux de Bi’;ig’ K qui
n = jn,i . ..
divisent \* donc qui sont de la forme H:ion(r) (%) pouri =1,--- ,d par la proposition
3.3.5. Le calcul des diviseurs élémentaires commutant a la localisation, ceux de I'inclusion
NX, @, DPc X, DY
T,rig, K T,rig, K
sont donnés par les idéaux (M), et donc j,; = h pour tous i et n, et donc DM =p® O
Lemme 3.3.8. — 5i D est un p-module sur Bivring, on dispose d’une application
©n - Yn+1 Ry, (Yn ®Lnf,r DT) — Yn+1 ®LT’L;—: Dr
B‘r,rig,K B‘r,rig,K
donnée par Son(un—i-l X Up & Ln(x)) = Up4+1Up & Ln+1((,0($’)).
Démonstration. — Cela découle du fait qu’on a les inclusions ¢(D,) C Bi’ﬂg’ K ®Bi’:ig1< D,,
b1 (BIYL ) © X et tny1(0(1) = tn(p) si € BT, . O

De fagon analogue a [Ber08, Déf. I1.1.1], on définit une notion de suite p-compatible :

Définition 3.3.9. — Soit D un ¢-module sur B:r_ rig i €t soit 7 > (D). St {Mp}p>n() est

une suite de X,-réseaux de Y, ®"" D,, on dit que c’est une suite p-compatible si

f.r
BT,rig,K

(Pn(Xn—I—l ®Xn Mn) = Mn+1-

.'_

Lemme 3.3.10. — Si M est un sous-p-module de rang mazimal d’un w-module D sur Bmig K

alors les M, := X,,@"" M, déterminent une suite p-compatible de X, -réseaux de Y, ®:"; ,

o7
B‘r,rig,K T,rig, K
D,.

Démonstration. — Cela découle de la définition 3.3.9 et de la construction des . O
On dispose également d’un analogue du théoréeme 11.1.2 de [Ber08] :

Théoréme 3.3.11. — Si D est un p-module sur B;rig’K, sir > r(D) et si {My} est une

sutte w-compatible de réseaux de Y, ®;;T,T. D,., alors il existe un unique sous w-module M de
T,rig, K

DI[1/)] tel que X, ®gw M, = M,, pour tout n > n(r). De plus, M[1/\] = D[1/)\]. Si D est
T,rig, K

un (i, 7)-module sur (Bi,rigJO

Bf

rig7L) tel que les Bfﬁo ®x,, My, sont stables sous l’action induite

de G0, alors M est aussi un (p, T)-module.

L’unicité d’un tel M est une conséquence directe de la proposition 3.3.7, et on va avoir besoin

d’un certain nombre de résultats avant de démontrer son existence. Dans ce qui suit, on a donc

fixé un p-module D sur B;rig? > un r > r(D) et une suite g-compatible {M,} de réseaux de
Y, @%@W D,.

T,rig, K
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Lemme 3.8.12. — Il existe un entier h > 0 tel que pour tout n > n(r) on ait :

(™" ([7]) = )" X0 ®2,  Dr C My C (¢ "([A]) = m0) "X @y D
BTirig7K BT,rig,K

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Lemm. I1.1.3]. Comme M,y est un réseau de

Xn(r) ®;;T(? D,, il existe h tel que l'inclusion du lemme soit vraie pour n = n(r). Comme de
T,rig, K

plus, on(Xnt1 @x, Mp) = Myt1, (7" ([7]) — mn) Xny1 = (‘Pi(nJrl)([%]) — Tpt+1) Xnt1 et
Qpn(XnJrl Rx, Xn ®;§T,r Dr) = Xnt1 ®g;frl Dy,
T,rig, K T,rig, K

I'inclusion reste vraie pour n + 1 si elle I’est pour n, ce qui permet de conclure. O

On fixe maintenant h comme dans le lemme précédent, et on a un analogue de [Ber08,
Lemm. I1.1.4] :

Lemme 8.3.13. — On pose M, = {x € A\™hD, tels que 1,(z) € M,, pour tout n > n(r)}

Alors M, est un Bi’;ig’K—module libre de rang d.

Démonstration. — Comme les applications ¢, : A™"D, — M,[1/)] sont continues, M, est

fermé dans A"D, donc est libre de rang fini par le lemme 3.2.3. Comme de plus, \"D, C M,
T?T

T,rig,

par le lemme 3.3.12, M, est un B x-module libre de rang d. O

Lemme 3.3.14. — On a X, ®gw M, = M, pour tout n > n(r).

T,rig, K
Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Lemm. II.1.5].

Comme X, ®gw M, et M, sont complets pour la topologie (¢ "([7]) — m)-adique, il
T,rig, K
suffit de montrer que ’application naturelle

Xn ®gfﬂ“ MT — Mn/((pfn([%]) _ Wn)th — Mn/)\th
T,rig, K

est surjective pour tout n.
Si z € M, le lemme 3.3.12 montre qu’il existe y € A™"D,. tel que v, (y) — x € A\*M,,.

La solution du probléme des « parties principales » (cf [Laz62, §8]) montre que, si ¢ > 1, il

T?T

existe A, ¢ € BT’rig’K

tel que

tn(Ane) € 1+ (¢7"([F]) — ™)Xo
et
tm(Ane) € (7™ ([7]) = 7m) X

si m # n. On pose alors z = A, 33y, de sorte que :
tn(2) = tn(y) € (¢ " ([7]) = M) X @2, My C (9 " ([7]) = m0)" My = XM,
T,rig, K
et, si m # n,
tm(2) € X' Xy @2y, Dy C A"Myy, C My,

T,rig, K
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et donc z € M, et I'application naturelle

Xn @ My = (07" ([F]) = m)" My

est bien surjective. O

Démonstration du théoréeme 8.5.11. — Soit
M, = {a: € \7"D, tels que ¢, (x) € M, pour tout n > n(r)}

Les lemmes 3.3.13 et 3.3.14 montrent que M, est un Bi’;igyK—module libre de rang d et que
Xn ®gtr M, = M, pour tout n > n(r). On définit donc M := Bi rig,k Ot M.

’ ’ T,rig, K
Comme la suite de réseaux {M,} est @-compatible, on en déduit que ¢(M) C M et que

T,rig, K

X, ®gw ©*(Myy) = M, pour tout n > n(pr). La proposition 3.3.7 appliquée a M et ¢*(M)
T,rig, K

montre que ¢*(M) = M, et on a bien M[1/A] = D[1/)] par le lemme 3.3.13. Ce M vérifie donc
toutes les conditions, ce qui termine la preuve de I'existence.

Dans le cas ou D est un (¢, 7)-module tel que les BQ{F‘E‘J ®x, M, sont stables sous 'action
induite de G, la définition de M, montre que ]~3Lg7 L ®gt M est muni d’une action de G

T,rig, K
commutant a celle de ¢, ce qui conclut. O

On va maintenant utiliser ces résultats pour associer & un (¢, N)-module filtré un (¢, 7)-

T
module sur Bmi&K.

Si D est un (¢, N)-module filtré, on pose D = (Bi,log,K ®p D)N=0.
Lemme 3.3.15. — On a
T _ Rt
BT,log,K ®BJr D= Br,log,K QF D.

T,rig, K

T

Démonstration. — Par définition de D, on a D C B x @r D et il suffit donc de montrer

7,log,
que les éléments de D engendrent BI log, Kk OF D. Comme N est nilpotent sur D, il existe une
base (e1,--- ,eq) dans laquelle Mat(N) est sous forme de Jordan, c’est-a-dire qu'’il existe une

partition de d : di + - - - + d, = d telle que pour tout i € {1,--- ,r}, le F-espace vectoriel E;, =
Vect p(€d, 4 tdy> €di+tdi+1" " > €di4+-tdi1—1) €St stable par N et qu’on ait N(eq,4...4q;) =0
pour tout i et N(€d,t...1d;+k) = €dy+-.+ds+(k—1) Pour tout k € {1,---  diy1}.

Comme les F; sont stables par NNV, il suffit de montrer que pour chacun des FEj;, il existe une

base de Bi’log K ®BI e E; tuée par N. Montrons le pour E7, la démonstration étant la méme

pour les autres.

On a N(e;) = 0 donc €] = 1® e; est un élément de BLlOg’K ®B1 - E; tué par N. On a
N(ez) = e; done N(1 ® eg — log[m] ® e1) = 0 et donc €}, = 1 ® ey — log[] ® e1 est tué par

=3 _ (=17 Flog[7)*F ® e), pour j € {1,---,di}, alors comme

N. De méme, si on pose e; =
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N(e;t+1) = e; pour tout i, e;» est bien tué par N. Pour conclure, il suffit de remarquer que comme

(e1, -+ ,eq,) est une base de Ej, la famille (€], --- ,e) ) est libre dans Bi log. K ® E. O

+
BT,rig,K

En particulier, ce lemme montre que D est un ¢-module sur B;rig’ K-

Pour n € Z, on a ¢ "(F) = F C K, ce qui confere a K, et a D, une structure de ¢~ "(F)-
module. On note t,(D) le ¢~ "(F)-module ainsi obtenu, et on écrira K ®% D plutét que
K @g,-n(r) tn(D) afin d’alléger les notations. L’application ¢, : K ®r D — K ®@% D, en-
voyant 4 ® x sur 4 ® t, (@™ (x)) est un isomorphisme puisque ¢, = ¢~ ", ce qui permet de munir
DY} = K ®% D de la filtration image par cette application &,. On définit également une filtra-
tion sur Y, par Fil'Y, = (0™™([7]) — 7n)"Yy, ce qui nous donne une filtration sur Y, @ Dy,
et on pose M, (D) := Fil’(Y,, ® ¢ D}%). Le foncteur D + M,,(D) est alors un ®-foncteur exact.

Comme de plus,

Bj’,log,K ®BT D= Bj’,log,K ®F D

T,rig, K
et Ln(Bj—’Tog ) C Y, pour n > n(r), on trouve que

Yn ®g‘i‘,r Dr = Yn XK D%

T,rig, K

pour n > n(r), et donc M, (D) est un réseau de Y, ®;§“ ; D,.
T,rlg,

Proposition 3.3.16. — La famille de réseaux {M,} de Y, ®;;LT,T D, définie par

T,rig, K

M, (D) = Fil°(Y,, @ D)
est p-compatible.

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. I1.2.1]. Le X,-module M, (D) =
Fil’(Y,, ®x D}.) est libre de rang d et engendré par une base de la forme (o™ "([7]) — 7)™ ®
&n(e;), ou e, -+ ,eq est une base de Dy adaptée a la filtration, et h; = ty(e;), de sorte que

Myi1(D) = on(Xn+1 ®x,, My (D)) puisque &1 = pn @&y sur D O

Le théoréeme 3.3.11 nous permet de définir un (¢, 7)-module, de fagon analogue & [Ber08,

Déf. 11.2.2].

Définition 3.3.17. — Si D est un (¢, N)-module filtré relatif a K (c’est-a-dire un
(v, N,Gg /K )-module filtré au sens de la définition 3.1.2), on définit M(D) le (¢, 7)-module
obtenu a partir du théoreme 3.3.11 a partir des réseaux

M, (D) = Fil’(Y, @k Dj)
QF D)N:O.

pour le (¢, 7)-module D = (Bi log, K
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Proposition 3.3.18. — Si D est un (¢, N,Gyr/x)-module filtré et si D' est le (@, N)-module
filtré relatif @ M qu’on en déduit par oubli de l'action de Gpr/k, alors M(D') est un (¢, 7ar)-

module sur (B Bl

., .
Trig, M rig,LM) muni d’une action de QM/K.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la définition 3.3.2. ]

Définition 3.3.19. — Si D est un (v, N, Gy i )-module filtré, on définit M (D) par M(D) =
M(D")Hrx

La proposition 3.3.3 montre que 'objet M(D) qu’on vient de définir est bien un (¢, 7)-module.

Proposition 3.3.20. — Si D est un (¢, N, Gy i )-module filtré, et si on pose My (Dg) =
Fil’(Y,, ® D}%), alors X, ®§T,T M(D), = M,(Dg) pour tout n > n(r).

T,rig, K
Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. I1.2.5].
Par construction, X, ®gw M(D), C Fil>(Yar, @ D}y)75. Par [Fon94b, 4.3.2], on a

T,rig, K

Fil’(Yar, @y D) rx = Fil’(Y;, @k DY),

et donc X, ®gw M(D), € M,(Dg).

T,rig, K

;;Tm M(D),)mx = X, ®§w M(D)r,
T,rig, M 7,rig, K

Si maintenant « € M, (Dg), alors x € (Xpr, @

et donc I’application

X @, M(D)r = My(Dx)

T,rig, K
est un isomorphisme. O

On dispose d’un théoréme analogue a [Ber08, Thm. I1.2.6] :

Théoréme 3.3.21. — Le foncteur D — M(D) est un foncteur exact de la catégorie tan-

nakienne des (@, N, Gk )-modules filtrés dans la catégorie tannakienne des (p,T)-modules sur

B;rig 5, €t le rang de M(D) est égal a la dimension de D.
Démonstration. — La définition 3.3.17 montre que les M, (D) ont méme rang que la dimension

de D, et donc M(D) a pour rang la dimension de D.
Si on a une suite exacte
00— D1 — Dy — D3 — 0,
on va montrer que M(D3) — M(D3) est surjectif. Comme D — M, (D) est ®-exact, M, (D2) —
M,,(Ds3) est surjectif pour tout n, de sorte que I'image M de M(D5) dans M(Ds3) vérifie

Xn ®g1‘,r Mr = Mn(DS)
T,rig, K

et donc par l'unicité dans le théoreme 3.3.11, I'image de M(D3) dans M(D3) est M(D3), ce

qui prouve la surjectivité.
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Les mémes arguments montrent que M(D; ® Do) = M(D;1) @ M(D3). O
On va maintenant montrer que ce foncteur D — M (D) étend celui de Kisin :

Proposition 3.3.22. — Si D est un (¢, N)-module filtré effectif, et si IM(D) désigne
le (¢, Nv)-module sur BirigK obtenu a partir de D via le lemme 3.2.5, alors M(D) =~
BTr,rig,K ®Rg+  M(D) en tant que (p, Nv)-modules.

T,rig, K

Démonstration. — Soit D un (¢, N)-module filtré effectif. On a défini M(D) comme

M(D) = {x e (B

Do 1/ @0 DYN=0 11, (2) € Fil'(Y,, @ D) }

et M(D) était défini comme
M(D) = {ac € (B 1oy k[1/A @F D)V -, (2) € Fi°(V,, @k DK)} :

Comme (Ln)|B+1 est la composée de j, et de I'application ¢ " : X, = X, et que p"(Y,) =
7,log, K
Yy, on a M(D) € M(D). On pose M (D) := Bi rig. K OB+ M(D), et I'inclusion précédente
’ ’ T,rig, K
nous donne M (D) c M(D).

Soit 7 > r(M(D)), et soit pour n > n(r) :

My = X5 @7, Mmi(D).
T,rig, K

La suite M, est donc g-compatible pour 9(D)! et donc pour M(D) puisque M (D) et M(D)
ont méme rang (égal a la dimension de D). De plus, par définition de 9t(D) et comme on a un

isomorphisme

X, @p+ (B gk OF DYN=0~ X, @ D%

T,rig, K
en appliquant @™ au (1) du lemme 3.2.4, on en déduit que M,, = Fil®(Y,, ® ¢ D). Or M(D)
est défini par la suite p-compatible M, = Fil°(Y,, @ DY), ce qui conclut par 'unicité dans le
théoréme 3.3.11. O

3.4. Construction de (¢, N)-modules filtrés. — On va maintenant montrer comment on
peut associer & certains (¢, 7)-modules sur B;rig, x un (¢, N)-module filtré, cette construction
étant un inverse de celle de la partie précédente. Avant cela, on va avoir besoin de quelques
définitions et rappels sur les modules & connexion qu’on va étre amené a considérer.

Comme dans [Ber08, Déf. II1.1.2], on définit la notion de connexion localement triviale :

Définition 3.4.1. — Soit D un (¢, 7)-module sur B!

raig - On dit que I'opérateur Ny est

localement trivial sur D ¢’il existe r tel que :

Ln T L’n ™ =
Xn(r) ®BJ§’T) D, = Xn(r) ®Kn(r) (Xn(r) ®B‘E’7? Dr)NV ‘.

T,rig, K T,rig, K
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Soit M un Y,-espace vectoriel de dimension d, muni d’une connexion Ny : M — M qui
étend celle sur Y;,. On appelle section horizontale de M un élément de MNv=0,
La connexion Ny est dite réguliere si M posséde un X,,-réseau My tel que Ny (My) C Moy,

et on dit que la connexion est triviale si M possede un X,-réseau My tel que Ny (My) C
(o™ "([7]) — mn) Mo.

Lemme 3.4.2. — Soit M un Y, -espace vectoriel de dimension d, muni d’une connexion Ny :

M — M qui étend celle sur'Y,,. On a alors :
1. dimg, MNv=0 < d;

2. si My est un X,-réseau de M tel que Ny (Mo) C (o ([F]) — mn) Mo, alors My'¥=" est un

K,,-espace vectoriel de dimension d et My = X, Qx,, Mévv:o.

Démonstration. — Pour montrer le premier point, il suffit de montrer qu’une famille d’éléments
de MNv=Y libre sur K, l'est encore sur Y,. On va procéder par récurrence sur le nombre
d’éléments. S’il n’y en a qu'un seul, il n’y a rien a faire. Sinon, soit n > 2 et soient x1,--- , Ty,
des éléments de MNv=Y formant une famille libre sur K,,. Si A1,---, A\, sont des éléments non

tous nuls de Y;, tels que

Z)\ixi =0

alors par hypotheése de récurrence on peut supposer qu’ils sont tous non nuls, et quitte a diviser

par A,, on peut réécrire cette égalité sous la forme

Ty = E Nox;.

En appliquant Ny, on trouve
Z Nv()\;)l‘l =0

de sorte que pour tout i, Ny (A;) =0 et donc X, € K,,. L’identité

Ty = Z Nox;
contredit alors la liberté des x; sur K, ce qui conclut la preuve.
Pour le deuxiéme point, soit My un X,,-réseau de M tel que Ny (My) C (¢~ "([7]) — 7n) M.
En particulier, si on note 0 = %Nv, alors 9(My) C My. Soit alors Dj, = Mat(9*) pour k € N
dans une certaine base de Mj. Un petit calcul montre alors que H =} kzo(—l)kaw

converge vers une solution de O(H )+ D1 H = 0, de sorte que Mév V=0 est un K,-espace vectoriel
de dimension d tel que My = X,, ®k,, MévV:O. O

En particulier, la connexion est triviale si et seulement si dimg, MNv=0 = d, et dans ce cas
My = X, @k, MNv=0 est I'unique X,,-réseau de M tel que Ny (Mo) C (o ™([7]) — mn) Mo.
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Lemme 3.4.3. — Si N est un sous-Yy-espace vectoriel de M stable par Ny et si Ny est

triviale sur M, alors elle est triviale sur N.

Démonstration. — C’est un analogue de [Ber08, Lemm. I11.1.3].
Si My est un X,,-réseau de M tel que Ny (My) C (¢~ "([7]) — mn) Mo, alors My N N est un
Xp-réseau de N tel que Ny (Mo N N) C (¢~ ™([71]) — mn) (Mo N N). O

Lemme 3.4.4. — Soient D et r comme dans la définition 3.4.1. Si Ny est localement triviale
sur D, alors Ny est triviale sur Yy, ®gw' . D, pour tout n > n(r).
T,rg,

De plus, si D,, est le réseau de Y, ®gw D, tel que Nyv(Dy,) C (¢ "([7]) — mn) Dy, alors
T,rig, K
Dn+1 = Son(Xn+1 KX, Dn)

Démonstration. — C’est un analogue de [Ber08, Lemm. II1.1.4].

SiD, = X, ®k, (Yn®gw D, )Nv=0_alors Nv(Dyry) C (0 "([7])=7n) Dp(ry par hypothese.

T,rig, K
Sin > n(r) et Ny(Dy) C (¢ ™([7]) —7n) Dy, alors en notant D, 11 le réseau de Y, 11 ®g;f§ D,
T,rig, K

donné par Dnt1 = ¢p(Xpt1 ®x, D), on a Ny(Dys1) € (¢~ "HD([F]) = mp41) Dot puisque
Ny commute a @,. O
Lemme 3.4.5. — Si D est un (¢, N, Gk )-module filtré, alors Ny est localement triviale sur
M(D).

Démonstration. — C’est analogue de [Ber08, Prop. II1.1.5].
La proposition 3.3.20 montre que
Yn ®Ln M(D)r :Yn QK D?{a

T
BT,rig,K

et donc Ny = 0 sur DY puisque G/ est fini. O

En particulier, le lemme 3.4.5 montre que si M est dans I'image de D — M(D), alors Ny est
localement triviale sur M. On va maintenant s’intéresser a la réciproque, et on va déterminer
Iimage essentielle du foncteur D — M (D).

Avant cela, on va avoir besoin de faire quelques rappels sur les équations différentielles p-

adiques et notamment la conjecture de monodromie p-adique, dans le cas qui nous intéresse.

Définition 3.4.6. — Si D est un p-module sur B,anig’  muni d’un opérateur différentiel Op
qui étend l'opérateur 0 : f — Xj—f( et tel que dp o ¢ = p - ¢ o Ip, alors on dit que D est une

équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius.
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Remarque 3.4.7. — De facon plus générale, on appelle équation différentielle p-adique avec

structure de Frobenius tout ¢-module D sur 'anneau de Robba Ry associé & un corps p-

adique K (et sur lequel on a choisi un Frobenius), muni d’un opérateur différentiel dp qui étend
9(e(T))

n’importe quelle dérivation continue 0 et tel que dp o p = ST PO Op.

En particulier, si D est un (¢, 7)-module sur Blyri& x et si D est stable par I'opérateur
Op = %Nv, alors D est une équation différentielle avec structure de Frobenius.

Le théoreme suivant, connu dans le cas général de la remarque 3.4.7 sous le nom de conjecture
de monodromie p-adique ([Col, Conj. 0.4]), a été conjecturé par Crew et démontré par André
[And02], Kedlaya [Ked04] et Mebkhout [Meb02] :

Théoréme 3.4.8. — Si D est une équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius,

alors il existe une extension finie M /K telle que lapplication naturelle :

B! o allog[] @uy Bl yllogld] @gr D)= — Bl flog[fl]@g1 D

7,rig, K T,I‘lg,M T,rig, K
soit un isomorphisme, M|, étant l’extension maximale non ramifiée de Ko dans My := M- K.
Remarque 3.4.9. — Pour plus de détails sur les conjectures de monodromies p-adiques, on

renvoie également au séminaire Bourbaki de Colmez [Col].

T

) . 1
Trig K stable sous 'action de dp = ; Ny, on pose

Si maintenant D est un (p, 7)-module sur B

Su(D) = (B!

T,rigM[log[?f]] ®B: e D)>=Y. C’est un M/-espace vectoriel, et comme V, = 0

sur Syr(D), quitte a étendre les scalaires a une extension finie de M, on peut supposer que
Gal((M - L)/Mcye) agit trivialement sur Sps(D). En particulier, on a alors My = M;. Sans
perte de généralité, on peut aussi supposer que M., /K est galoisienne. Sous ces hypotheses,
Sy (D) est un (o, N, Gy )-module tel que

B g n10g[7]] @11, S (D) = By, ylogl7]] @5 D.

On dispose d’un analogue du théoréme II1.2.3 de [Ber08] :

Théoréme 3.4.10. — Si M est un (p,7)-module sur Blyri&
viale, alors il existe un unique (@, T)-module D C M[1/)\] tel que D[1/\] = MI[1/)] et tel que
om(D) C D. De plus, la donnée de M détermine une filtration sur M ®p, Sy (D) et donc une

structure de (¢, N, Gar/x)-module filtré sur Sy (D) telle que M = M(Sy(D)).

x tel que Ny est localement tri-

Avant de démontrer ce résultat, on aura besoin du lemme suivant, qui est le lemme 7.6 de
[Berl3] :
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Lemme 3.4.11. — Soit D un F-espace vectoriel, et soit W un B;{R—réseau de Bgqr ®p D

stable sous laction de G, ou Gr agit trivialement sur D. Si on pose Fil'D = DNt - W, alors
W = Fil%(Bgr ®F D).

Démonstration du théoréme 3.4.10. — Puisque Ny est localement triviale, il existe une famille

de réseaux D,, de Y,,®@"" M., tels que Ny (D) C (¢~ ™([7])—mr)D;,. Comme de plus, D41 =

tor
BT,rig,K

on(Xnt1®x, Dy) par le lemme 3.4.4, la famille {D,,} est p-compatible. Le théoréme 3.3.11 nous
donne alors un (¢, 7)-module D tel que X, ®;§w D, = D,. Or Ny(Dy) C (¢ "([7]) —7n)Dn,
T,rig, K

pour tout n, et donc Ny (D) C AD, ce qui conclut la démonstration de I'existence d’'un tel D.

L’unicité vient alors du fait qu'on a forcément X,, @ D, = D, pour tout n > n(r).

o7
B‘r,rig,K

Le théoreme 3.4.8 de monodromie p-adique et la discussion qui suit montrent qu’il existe une
extension finie M de K telle que My, /Ko est galoisienne, Gal((M - L)/Mcyq) agit trivialement
sur Sy (D) et Sy (D) est un (¢, N, Gyr/x)-module tel que

B g 1r[108[7]] @1, Sa(D) = Bl 4y llog[7]] @1 D.

T,rig, K
Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, on notera D = Sy (D) et Y, =Y, - M,
Xpn = Fil° (Ya,n). On va maintenant construire une filtration sur Dy = M ®y, D. On dispose

d’isomorphismes

YM,n QM D?/[ = YM,n ®§1,7- D'r = YM,nT ®:LBHT,7' Mr

7,rig, K T,rig, K
qu’on utilise pour définir Fil'D?, = D%, N (™" ([7]) — mn) Yarn ®;§W . M, et on définit alors
T,rig,

Fil’Dj; comme le tiré en arriere de la filtration Fil’ W par l'isomorphisme Dy — D7;.

Par définition, I'isomorphisme Dys ~ D7, est donné par p® x — pu® ty(¢"(x)), de sorte que
la filtration induite sur Djy; ne dépend pas de n.

Pour finir, on a X, ®;;T,r M, = Fil’(V,, ®x D%) de sorte que M = M(D) = M(Sy(D))

T,rig, K

par le lemme 3.4.11. O
Comme conséquence directe, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 3.4.12. — Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (v, N,Gk)-modules fil-

trés, vers la catégorie des (¢, T)-modules sur B!

rrieic dont la connexion associée est localement
b g?

triviale, est une équivalence de catégories.

Corollaire 3.4.13. — Si D est un (v, N, Gy i )-module filtré, et si M est un sous-(p,T)-
module saturé de M = M(D), alors il existe un sous-objet D' C D tel que M' = M(D’).

Démonstration. — Le lemme 3.4.3 montre que la connexion Ny est localement triviale sur M/,
et donc on peut écrire M' = M(D') ott D' est un (@, N, Gppr) i )-module filtré avec M'/K finie

mais suffisamment grande. Il reste & montrer que comme M’ C M est saturé (le résultat est faux
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sans cette hypothese), on obtient une inclusion D’ C D comme (¢, N, Gy /K )-modules filtrés,
de sorte que Gy agit trivialement sur D’ et donc que D' est un sous-(¢, N, Gyr/x )-module
filtré de D, ce qui permettra de conclure. Comme M’ C M est saturé, on en déduit que M/M’

est muni d’une structure de (¢, 7)-module, et on dispose d’une suite exacte
0—-M —-M-—M/M -0

et donc d’une suite exacte

0—-D —D
dans la catégorie des (p, N, Gy )-modules filtrés. O
3.5. Représentations potentiellement semi-stables. — Dans cette partie, on va s’inté-

resser au calcul des pentes de Frobenius du (¢, 7)-module M(D) associé au (¢, N)-module filtré

D. Ces résultats sont un analogue de ceux de la partie IV de Berger dans [Ber08].

Théoréme 3.5.1. — Si D est un (¢, N, Gy )-module filtré, alors la pente de det M(D) est
égale a tn(D) —tu (D).

Démonstration. — C’est analogue de [Ber08, Thm. IV.2.1].

Le foncteur D — M (D) étant exact et compatible aux produits tensoriels, on a det M(D) =
M(det D). De plus, par définition, on a ty(D) = ty(det D) et ty(D) = ty(det D), de sorte
qu’il suffit de montrer le résultat lorsque D est de rang 1.

Soit D de rang 1 et e une base de D telle que p(e) = p”Ag - €, avec A\g € (’)[X(O, et on note
n=tg(e). Alors M(D) = B;rig’K)\_" ®e, et o ANT®e) = (E([7])/E(0))"p" oA~ ® e et donc
la pente de M (D) est égale & v — 1), ¢’est-a-dire ty(D) — tg (D). O

Proposition 3.5.2. — Si D est un (@, N, QM/K)-module filtré, alors D est admissible si et

seulement st M(D) est un (p,T)-module étale.

Démonstration. — C’est la méme démonstration que [Ber08, Prop. IV.2.2.].

On va commencer par montrer le sens direct. Supposons donc que D est admissible. Le
théoreme 6.4.1 de [Ked05] montre que M(D) admet une filtration canonique par des sous
(¢, 7)-modules isoclines de pentes croissantes. La somme de ces pentes est, avec multiplicité, la
pente de det M(D), c’est-a-dire tx(D) — tg (D) = 0. 1l suffit donc de montrer que les pentes
de M(D) sont toutes > 0. Le corollaire 3.4.13 nous dit que tout sous-objet de M(D) est de
la forme M(D’) ou D' C D et la pente de det M(D') est tn5(D') — tg(D") > 0 puisque D est
admissible. En particulier, M(D) ne peut pas contenir de sous-objet isocline de pente < 0, et
donc M(D) est étale.
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Pour lautre sens, supposons a présent que M(D) est étale. La pente de det M(D) est nulle
et donc tnx(D) — tg(D) = 0. Si D’ est un sous-objet de D, de dimension d’, alors det(D’)
est de dimension 1 dans A% D et M(det D’) est un sous-p-module de rang 1 de M(A? D). La
proposition [Ber08, Prop. IV.1.3] et le fait que M(A% D) = A¥ M(D) est étale montrent que la
pente de M(det D') est positive, de sorte que ty(D')—tg (D) > 0, et donc D est admissible. [

En particulier, ce résultat permet de caractériser les représentations potentiellement semi-
stables en fonction de la connexion associée a leur (¢, 7)-module sur Bivri& i - ce sont celles dont
la connexion est localement triviale. On peut également montrer que le (¢, N, 9Inmy i )-module
filtré qu’on récupere a partir du (¢, 7)-module associé & une représentation V est exactement
D (V) :

Proposition 3.5.3. — Si V est une représentation p-adique de Gg, dont la restriction a Gy
est semi-stable, alors M(Dgy pr(V)) = DI (V).

T,rig

Démonstration. — Soit D un (¢, N, G/ i )-module filtré admissible. Le théoreme 3.5.2 montre

qu’il existe une représentation p-adique V' de Gk telle que M(D) = DI (V). Or, le théoreme

T,rig
2.1.2 appliqué aux (¢, 7as)-modules nous donne que
Dyt (V) = (Bj’,log,M[l/)‘] ®B:,rig,K Divrig(V))TM:l_

Comme de plus, on a
Bj’,log,M[l/A] ®Br,rig,K M(‘D) = Bj'710g7M[1/)\] ®1‘40 D

[1/A])™=! = My, on a alors D = (Bi,log,M[l/)‘] @B, g i D!

T,rig

et que (B;log’M (V)™= et donc
que D = Dy p(V) en tant que (¢, N, Gy i )-modules.

Il reste a voir que les filtrations sur D et Dg 3/ (V') coincident. La filtration sur M @y, D est
par construction la méme que celle sur Sy (M(D)), et il faut donc voir qu’elle coincide avec celle
provenant de I'isomorphisme (M ®yz, Dgoar (V)95 = Dgr (V). Or, si n > n(r), Papplication

p Di:;g(V) dans Bqr ®q, V et donc Y, @ Dy C Bar ®q, V. Mais
T

T,rig

Ly, €nvoie Bi’fog u®
T,r

T,rig

Bhr
T,rig,

pour r tel que D engendre D et n > n(r), si on pose

W= B;ii_R QX nrn (XMJL ®;_;:T,r Dr,:ig(v))a

T,rig, K

alors W est un B;;R—réseau de Bgr ®q, V = Bar @n (M @1, Dst,p(V)), stable sous Galois,
de sorte que par le lemme 3.4.11, on a W = Fil®(Bar ®ar (M @z, Dstar(V))) et done
XM,n ®"

n
T,
B‘r,rig,K

D}(V) = Fil’(Yas n ®x Dar(V))
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de sorte que la filtration sur D construite dans le théoreme 3.4.10 coincide avec la filtration
provenant de celle de Dgr(V), d’out 'égalité D = Dg pr(V) en tant que (o, N, Gpr/ i )-modules
filtrés. O

4. Représentations de F-hauteur finie

4.1. Potentielle semi-stabilité des représentations de FE-hauteur finie. — On a vu

au chapitre 2 qu’on pouvait attacher a un (¢, 7)-module D sur (BT Biig’ ;) un opérateur

T rig, K
différentiel Ny qui stabilise le ¢-module sur Bj’,rig, i et donc de considérer le (¢, Ny)-module
sur Blrig, x associé. On va en fait montrer que les propositions 2.2.2 et 2.2.3 permettent de
retrouver le théoréeme principal de [Gaol9] (qui était un des principaux résultats de l’article
de Caruso [Carl3, Thm. 3] mais il semblerait qu’il y ait un probleme dans la preuve, on
renvoie d’ailleurs & l'appendice de [Gaol9] pour une discussion sur la question), c’est-a-dire
que les représentations de E-hauteur finie de Gi sont potentiellement semi-stables. On signale
au passage que la stratégie employée ici repose principalement sur les mémes arguments que
ceux utilisés par Gao.

On note Mod“p’]\iv’0 la catégorie des (i, Ny )-modules étales sur BT de E-hauteur finie,

/BT . T,rig, K
T,rig, K N
et on note Modfl’;ro' B la catégorie des (p, 7)-modules étales sur (Bj’rig’K7 B;'irng) de E-hauteur
T,rg,

finie.

On va en fait reconstruire un analogue du foncteur S, n, de [Carl3, Thm. 3.5]. Comme
dans [Carl3, 3.1.3], on construit un foncteur R, ; : Modfﬁj\gi’j[{ — Modfgﬁoﬁg ) (c’est le méme
foncteur R, - que celui de Caruso au théoreme de pleine fidélité de Kedlaya [Ked05, Thm. 6.3.3]
pres, c'est-a-dire que notre R, (M) est le tensorisé de celui de Caruso par (B:ﬁg K,E;';g L)
au-dessus de (B:_FK,]~3}:)) Soit 9 un (¢, Ny)-module sur Birig’K qui est de E-hauteur finie.
La théorie de Kisin [Kis06, Thm. 1.2.15, Thm. 1.3.8] associe a un tel objet une représentation
semi-stable V(9) & poids de Hodge-Tate négatifs (en fait Kisin associe a un tel objet un
(¢, N)-module filtré effectif, mais on utilise ici directement ’équivalence de catégories entre
(¢, N)-modules filtrés effectifs et représentations semi-stables V' a poids de Hodge-Tate négatifs)
dont le (p,7)-module associé est engendré par un (¢, 7)-module défini sur (Bj’K,EJLF), et on
note R (M) ce (¢, 7)-module différentiel sur (Bj K EJLF) La démonstration du théoreme D de
I'introduction repose en fait sur la construction d'un presque quasi-inverse de R, -, qui découle

du théoréme suivant :

Théoréme 4.1.1. — Soit D un (p,7)-module étale sur (Bj’rig’K,B;'i’g’L) de E-hauteur finie.
Alors la connexion associée Ny : Bj’,rig,K ®Bi_,rig,K D — Bj’,rig,K ®Bj,rig,K D vérifie Ny(D) C D.

Démonstration. — Voir [Gaol9, Prop. 6.1.1]. O]
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Remarque 4.1.2. — Ce qui est clair est que 'opérateur V. laisse (]~3;§g )P @+ b D in-
’ T,rig,
variant, mais lorsqu’on pose Ny = —%VT, on fait apparaitre des singularités qui font qu’a

priori Ny n’est pas définie sur D. Le théoréme précédent montre que, dans le cas ou D est de

FE-hauteur finie, ces singularités sont effagables.
On montre maintenant comment en déduire le théoréme D de 'introduction :

Théoréme 4.1.8. — Soit V une représentation p-adique de Gi. Alors V' est de E-hauteur finie
st, et seulement si, la restriction de V' a Gy, est semi-stable a poids de Hodge-Tate négatifs, s

étant le plus grand entier tel que K" contienne Cps.

Démonstration. — Commengons par remarquer que la catégorie des représentations de FE-
hauteur finie est équivalente, par passage aux (@, 7)-modules, a la catégorie Modfﬁ’ o par le
T,rig,
lemme 3.2.2 et la discussion qui en suit.
On va a présent construire un foncteur S, ng : Mod‘f]’; i — Mod‘;’]’?,Nv’O vérifiant les
T,rig, K T,rig, K
propriétés suivantes (on pourra comparer avec [Carl3, Thm 3.5]) :
1. pour tout objet D & Modf Nv.0 , il ¥y a un isomorphisme canonique
7’ rig, K
fp:SpNg ©Rer(D) = D
dans la catégorie Mod®”} Ne,0 :
/B‘r ,rig, K
2. pour tout objet 9 € Mods/ol’; il y a un isomorphisme canonique
T,rig, K

gm : R@v’r o SD7NV (m) =~ m
en tant que (¢, 77" )-modules.

Soit D € ModfT0 . Par le théoréme 4.1.1, la connexion Ny provenant de 'action infini-
T,rig, K

tésimale de 7 laisse stable le ¢-module D sur B ce qui confere a D une structure de

T,rig, K’

(¢, Ny)-module étale sur B et on note S, Ny (D) l'objet obtenu, qui est toujours de E-

T,rig, K>

hauteur finie puisque D l'est. Il reste a montrer que S, y vérifie les propriétés énoncées. Etant

donné M € Modf’NV’0 les propositions 3.5.3 et 3.3.22 montrent que, si V est la représentation
T,rig, K

associée & M par la théorie de Kisin, alors 9 ~ D . (V) en tant que (p, Ny)-modules de FE-

T,rig
Ny,
hauteur finie sur B} ig ) € 'est-a-dire que Sy, ng © Ry (M) ~ M dans la catégorie Mod /vang B
Réciproquement, étant donné un (¢, 7)-module D de E-hauteur finie sur BT rig K0 C€ qu’on

vient de faire montre qu’on a un isomorphisme

SNy (D) = Sy Ny (R © Sp.ng ) (D),

de sorte qu’il existe n > 0 tel que D ~ (R, o Sy Ny )(D) en tant que (¢, 7" )-modules par
la remarque 2.2.4. Mais, si on pose D' = (Ry; 0 Sy ng)(D), alors D' est le (¢, 7)-module
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associé a une représentation semi-stable V(D') & poids négatifs par le théoréeme 3.2.6, d’ou le
fait que la représentation V(D) associée & V' devient semi-stable a poids négatifs en restriction
a Gk, , et donc est en fait semi-stable a poids négatifs comme représentation de Gg, (voir par
exemple [Gaol9, Lemm. 6.2.1]), et on a alors V(D) ~ V(D’) en tant que G, -représentations
(cf. [Carl3, Prop. 3.4]), ce qui conclut.

Si maintenant V' est une représentation p-adique dont la restriction a Gx, est semi-stable a
poids négatifs, le théoréme 3.2.6 de Kisin appliqué aux représentations de Gx, montre que V

est de E-hauteur finie. O

Remarque 4.1.4. — On pouvait presque démontrer ce résultat a la suite des propriétés des
(¢, Ny )-modules du chapitre 2, mais on avait besoin du fait que le (p, Ny)-module de E-hauteur

finie construit dans la théorie de Kisin et associé a une représentation semi-stable V' & poids
T

négatifs correspond exactement a D ;.
I

et 3.3.22 du chapitre 3.

(V'), ce qui est une conséquence des propositions 3.5.3

En particulier, le théoréme 4.1.3 permet de réinterpréter le fait d’étre de E-hauteur finie en

fonction de la connexion Ny, en démontrant un analogue des résultats de [Ber02, §5.2].

Proposition 4.1.5. — Soit D un (¢, Nyv)-module de rang d sur Bi’rig’K (resp. Biri&K). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

B!

T,log,

1. Ny est triviale sur D ® i (resp. sur D @pg+ Bj—_log K ), c’est-d-dire qu’il

T
B T,rig, K

T,rig, K
existe

T
€, ,eq—1 €D ®B: - Bﬂlog’K(resp. D ®Birig

tels que pour tout i, Nye; = 0 et EBeiBilogK[l/)\] = D Qg BilogK[l/)\] (resp.
) ? T,rig, K ) ’

@eiBl, k[1/\ =D OBt Bl x[1/M);

2. il existe d éléments fo, -, fa—1 de D, formant une base de D @+ Bi rig w1/A] sur
T,rig, K ’ ’
Bf

T g I [1/A] sur Bj’rig’K[l/)\]), tels que

_l’_
K BT,log,K)

[1/A] (resp. formant une base de D®B:_rrig KBj,rig,K

Ny (fi) € X-(fi—1, -+, fo) ou () est le Bi rig ) -module engendré (resp. le Bjrig 5 -module

engendré).
Démonstration. — La preuve est similaire & [Ber02, Prop. 5.5]. On ne va montrer que le cas
ou D est un (¢, Ny)-module de rang d sur Biyrigk, la preuve étant la méme sur Bi’rigK (a

un détail pres qu’on explicitera). On va commencer par montrer que le premier point implique

le second. Comme les e; engendrent le noyau de Ny sur D ®gi B! et comme Ny

T,rig, K T,lOg,K’
commute & I'opérateur de monodromie N, on en déduit que le F-espace vectoriel engendré par
les e; est laissé stable par N. L’égalité N¢ = pp N montre que N est nilpotent sur (eg,- - ,e4-1),

et on peut donc supposer que N(e;) € (€;—1,- - ,€0). On peut écrire de maniére unique e; =
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Z;l;é log? (m)dj; et on va montrer que f; = do; est une famille qui satisfait la condition du

deuxieéme point. Le fait que Ny (e;) = 0 implique que
Ny (doi) = A-di;
et le fait que N(e;) € (ej—1,--- ,€p) montre que

di; € (doi—1," - ,do,).

On en déduit que Nv(do i) € )\<d0 i—1,° " ,dp 0>.
Montrons a présent que les f; engendrent D @g B!
K

Bl rrig i [1/A] sur BTHgK[l/)\]. Sixe
D ®gt Bi rig i [1/A], alors par hypothese on peut écrire z = 3- xe; et donc x = 3 Nifi +y-
T,rig, K ? ’
log([7]) ou y; est le terme constant de x; et comme x € D ®Bi - Bi,rig,K[l/)\] onay=0.
Il reste a montrer 'implication réciproque. On va montrer par récurrence que 'on peut
prendre e; = Zé‘:o fjaj; avec aj; € BI log i € @i = 1. Pour D de rang 1, il n’y a rien a faire. Si

d > 2 tel que le résultat est vrai pour D de rang d — 1, la connexion Ny induit une connexion

sur (6@ ;B Trlg )/ foBi rig i dui satisfait les mémes conditions et il existe donc ef, -+, e et
ag, -+, aq-1 tels que Ny(e)) = a;fo. Le fait que Ny(fi) € X- (fi—1,---, fo) montre que les
o; € /\BT log, i S'il existe des 3; € BTlOgK tels que Ny (5;) = a4, on pose alors eg = fp et

e; = e — B fo, ce qui termine la récurrence. La matrice de passage des f; aux e; est triangulaire

avec des 1 sur la diagonale de sorte que les e; engendrent bien D ®pg+ B! w[1/A] sur
7,log, K
Bjrr Jlog, K[l/)‘]

Il reste a montrer que )\Nv . B! rlog, K Bi log i €St surjective (et que )\Nv : BT log. K

T,log, K

BT log i €St surjective pour adapter la preuve au cas ou D est un (¢, Ny)-module de rang d sur

+
BT rig, K

). Notons d = + Ny et soit f € BT rig Jo- On écrit f =737 7 an[7]" avec les a, dans F,
et on vérifie alors que g = ag - log[7] + 3,4 % - [7]|" vérifie dg = f, de sorte que O réalise une
i + F - log[m] dans BlngK et de B . -+ F - log[7] dans B

finir, comme A(h([7]) - log’[7]) = log’[7]Oh([7]) + h([7])log’ '[7] pour tout h([7]) € B!
K B!

surjection de B! Pour

T,rig, T,rig, T,rig, K~

T,rig, K>

on en déduit par récurrence que O : B! K est surjective, et qu’il en est de méme

7,log, 7,log,

pour 9 : B K= B Cela conclut la preuve. O

T,log, 7,log, K"

On dit qu'un (¢, Ny)-module vérifiant les conditions précédentes est unipotent, et qu’il est

trivial si on peut choisir les f; du second point de la proposition tels que Ny (f;) = 0.

Proposition 4.1.6. — Soit V une représentation p-adique de dimension d. Alors il existe n tel
que la restriction de V a G, est semi-stable (resp. cristalline) si et seulement si D_r sig(V)[1/A]

contient un sous (¢, Nv)-module unipotent (resp. trivial) de rang d.

Démonstration. — C’est un analogue direct de [Ber02, Prop.5.6].
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Soit V' une représentation p-adique de Gx. On a vu a la proposition 2.1.2 que V' est une repré-
.i.

sentation semi-stable de G, si et seulement si D_, .

(V)[1/A] contient d éléments linéairement
indépendant fixes sous 77" qui forment alors une base de Dst(WgKn). Si V\an est semi-stable,
alors Ny est triviale sur le B;rig’ x-module qu’ils engendrent, et donc satisfont la premicre

condition de la proposition précédente en raison du théoréme de comparaison

Dy (V) @p By, x[1/N = DI (V) @gi  BL, ([1/)]

T,log, K T,rig L.
,rig,

Le deuxiéme point de la proposition précédente fournit alors un sous (g, Ny)-module uni-

potent de Diyri&K(V)[l/)\].

Réciproquement, si Diﬁrig(V)[l/)\] contient un sous (¢, Ny)-module unipotent, alors les
€0, - ,eq—1 engendrent un F-espace vectoriel sur lequel log(7) agit trivialement, de sorte que

les e; sont stables par 7" pour n assez grand et forment alors une base de Dst(V|gKn)-
De plus V est cristalline si et seulement si on peut choisir les f; tels que Ny (f;) = 0 et la

connexion est alors triviale. O

Proposition 4.1.7. — Soit V une représentation p-adique de dimension d. Alors V est de
+

E-hauteur finie si et seulement si D, (V') est unipotent de rang d.

Démonstration. — Le théoréme 4.1.3 montre que V est de E-hauteur finie si, et seulement si, il
existe n > 0 tel que Vg, ~est semi-stable a poids négatifs. En particulier, la preuve sera presque
identique a celle de la proposition 4.1.6.

On a vu a la proposition 2.1.2 que V est une représentation semi-stable de Gk, a poids

+

. 7172 . /7 . . 7’ "
; 10g(V) contient d éléments linéairement indépendant fixes sous 77

négatifs si et seulement si D
qui forment alors une base de Dst(V|g,. ). En particulier, Ny est triviale sur le B;rig -module

qu’ils engendrent. Si on note (eg, - - ,eq) ces éléments, il reste & montrer qu’ils satisfont

@ eiBi_,log,K[l/)‘] =D ®Bj7rig,K B:log,K[l/)‘]a

where D = DI (V).

T,rig

La remarque 2.1.4 montre que

B+

7,log, K ,00 ®Bi—K Dj(V) = B‘/J'r,log,K,oo QF DSt(‘/\gKn)?

et donc en particulier, il existe n > 0 tel que

D;log(v) - B:—,log,K,n QF DSt(V\gKn )7

et donc

(pn(D;tlog(V)) - B:,log,K QF DSt(V]gKn)'
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Mais comme V est de E-hauteur finie et que p(\) = %)\, on en déduit que
n 1 1
Bk Bn (B0 i) ¥ (D:log(v)[X]) = D:log(v)[x]'

On a donc un isomorphisme de comparaison
Bl k[1/N ®gi  DE(V) =By, k[1/A ©F Da(Vigy,)-
Comme les e; forment une base de Dst(Vngn)v cela montre qu’ils satisfont la condition

@ eiBj::lOgvK[l/)\] =D ®B:—7rig,K Bj’logyK[l/)\].

Le deuxiéme point de la proposition 4.1.5 fournit alors un sous (¢, Ny)-module unipotent de
Df (V).

T,rig, K
Réciproquement, si D

(V) est unipotent, alors les eqg, - ,eq_1 engendrent un F-espace
T,rig

vectoriel sur lequel log(7) agit trivialement, de sorte que les e; sont stables par 77" pour n assez

grand et forment alors une base de Dt (V|g,. ), et ces éléments sont dans B:flog x®g+ DI(V)C
n b b T,K

Bfgg ® V', de sorte que V est a poids négatifs. On en déduit donc que V est de E-hauteur finie

par le théoreme 4.1.3. ]

4.2. Passage du (¢,7)-module d’une représentation a son (p,7')-module. — Soit
K /K une extension de Kummer déterminée par le choix d’une uniformisante 7 € Ok et
d'un élément 7 € E', et soit K/ une autre extension de Kummer, associée & une uniformisante
7' (on n’exclut pas le choix m = 7') et un élément 7 € Et. On note aussi L' = Ko, - K/_. On va
dans cette section construire un anneau B, .+ x permettant de faire le lien entre le (¢, 7)-module
et le (o, 7')-module attachés & une représentation V.

Soit E; - g0 = k(7, 7)) C E, et soit E. ./ la cloture séparable de E; ./ ko dans E. On note
A - k0 le complété p-adique du localisé de Op[[7], [7']], qui est donc un anneau de Cohen pour
E. . ko, et on pose B; - ko= A. . ko[1/p]. On définit A, comme le complété p-adique de

I'unique extension étale infinie de A, 1/ ko incluse dans A et dont le corps résiduel s’identifie a

E; .. On pose alors A, ./ g = AS?I,(K/L ) et B,k =Ar 7 k[1/p]
Proposition 4.2.1. — Soit V une représentation p-adique de Gg. Alors on a

B,k ©8, D(V) =B, k@8, , D'(V).
De plus, on peut récupérer D(V') en fonction de D'(V') via la formule
D(V)=Brrx ®B,/ D' (V))Hrre,
Démonstration. — Par la théorie des (¢, 7)-modules (voir [Carl3, Lemm. 1.20]), on a

BT ®Qp V ~ BT ®BT,K DT(V),
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de sorte qu’en tensorisant par B/, on obtient
BTvT/7K ®BT,K D(V) = BTvTI7K ®QP V = BTlevK ®BT’,K D/(V)'
La deuxieme partie de la proposition s’obtient en prenant les invariants sous H; . O

Cette méthode pour récupérer le (¢, 7)-module D(V') a partir de D'(V') est loin d’étre ex-
plicite, notamment parce que I'anneau B, ;/ g ne possede pas de description satisfaisante. Si
on considere les modules définis sur les anneaux de Robba DrTig et D;]-:g, une stratégie analogue
a celle de [GP18] devrait pouvoir montrer que les deux modules deviennent les mémes apres
extension des scalaires a (]A?;L& 1)P?, et que les anneaux (ﬁ{i& /)P sont les perfectisés d’anneaux
de séries en deux variables qui correspondent a des extensions algébriques de B; K0 Il n’existe
cependant pas, a la connaissance de I'auteur, de résultats analogues a ceux de Kedlaya dans

[Ked05] pour des anneaux de Robba en plusieurs variables qui permettraient de descendre

.I.

7 rig K00 i de modules sur

de modules sur ces extensions algébriques a des modules sur B
B!

s t . . .
ot xig k0 & des modules sur B_ , . Avec de tels résultats, on pourrait peut-étre montrer

que les deux modules deviennent les mémes sur Bi KO
Il semble néanmoins compliqué dans le cas général de donner une méthode explicite permet-
tant de passer de D(V) & D'(V), puisque comme le montre la proposition suivante, dtie & Gee

et Liu, une telle méthode ne peut pas respecter la notion de E-hauteur :

Proposition 4.2.2. — Soit V une représentation qui est de E-hauteur finie pour tout E. Alors

V' est semi-stable.
Démonstration. — Voir [EG19, Thm. F.11]. O

On signale que, le cas ou V est semi-stable a poids négatifs, Liu a construit (voir [Liuls,

Thm. 2.2.1]) un certain sous-anneau de AT permettant de faire le lien entre Dt (V) et D'+ (V).
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