DOMAINE D’EXISTENCE POUR LE PROBLEME DE CAUCHY
EN THEORIE DES FAISCEAUX

ANDREA D’AGNOLO

1. Introduction. Soit Y une variété analytique complexe, connexe, paracompacte
et non compacte. On pose X = Y xC, Yy = Y x{0}. Soit P un opérateur différentiel
holomorphe dans X au voisinage de Y. Dans [H-L-T] Hamada, Leray et Takeuchi
construisent un ouvert U “maximal” tel que la solution du probleme de Cauchy
holomorphe pour P a données sur Yj se prolonge a U.

A la lumiere de la méthode géométrique qu’ils ont développée, on propose dans ce
travail une version faisceautique de leur théoreme qui aura en particulier I’avantage
de s’appliquer aux systemes généraux d’équations aux dérivées partielles.

On se placera dans la situation suivante. Soit Y une variété réelle de classe C'°°,
connexe, paracompacte et non compacte. On pose X =Y x R" et Yy =Y x {0}.
On note mx : T* X — X le fibré cotangent a X et T X sa section nulle. Soit F' un
objet de la catégorie dérivée des faisceaux sur X. On note SS(F') son micro-support
(cf. [K-S 1, 2]), un sous ensemble fermé, conique et involutif de 7*X.

(a) Sous I’hypothese:
SS(F)N(Y x T{R") C Tx X,

on montre qu’il existe un systeme fondamental de voisinages U de Y, dans
X tel que le morphisme naturel:

(1.1) RT(U; F) — RI(Yy; F)

soit un isomorphisme.
(b) Sous I’hypothese:

SS(FYN (Y x T*R") C TLX,

on explicite un voisinage U de Y, “aussi grand que possible” tel que la fleche
(1.1) soit un isomorphisme.

Ces résultats s’appliquent a l’étude du probleme de Cauchy holomorphe de la
maniere suivante.

Soit Y une variété analytique complexe, connexe, paracompacte et non compacte.
On pose X =Y xC™ et Yy =Y x {0}. On note Ox et Dx les faisceaux des
fonctions holomorphes et des opérateurs différentiels sur X, respectivement. Si M
est un Dx-module cohérent tel que Yy soit non caractéristique pour M, le résultat
faisceautique (a) appliqué au complexe:

(1.2) F = RHomp, (M, Ox)
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des solutions holomorphes du systeme M, permet d’étendre holomorphiquement
a une famille de voisinages de Y, la solution du probleme de Cauchy pour M a
données sur Yj.

Si Y x {z} est non caractéristique pour M pour tout z € C™, le résultat (b) se
traduit aussi en terme d’extension de la solution du probleme de Cauchy.

On note que la technique utilisée dans la preuve des résultats (a) et (b) est
purement réelle et n’utilise pas la théorie des équations aux dérivées partielles. Elle
s’appuie sur la théorie microlocale des faisceaux de Kashiwara et Schapira et permet
de traiter le probleme de Cauchy en toute codimension pour les systemes.

On remarque cependant que si 'on prend X = Y x C, M = Dx/DxP (P
étant un opérateur différentiel), et F' comme dans (1.2), on ne retrouve ainsi qu’une
version affaiblie du théoreme de [H-L-T]. Cela est di au fait que ces auteurs utilisent
des résultats de géométrie Riemannienne spécifiques a la dimension complexe 1.

2. Une borne pour des sous-ensembles du fibré cotangent. Soient Y et
Z deux variétés réelles de classe C'°°, connexes, paracompactes et non compactes.
On pose X =Y x Z. On note mx : T*X — X le fibré cotangent a X et T\ X sa
section nulle. On note (y;n) (resp. (z;(), resp. (z;&)) un point de T*Y (resp. T*Z,
resp. 7% X). On identifiera dans la suite 7*X et T*Y x T*Z.

On rappelle que I’hypothese de paracompacité équivaut a ’existence d’une métrique
Riemannienne (de classe C*°).

Notations 2.1. Si X est une variété Riemannienne, r sa métrique, et si v, w sont
deux sections du fibré tangent a X, on note (r, v ® w) le produit scalaire induit par
r. Si (z;€) € T*X, on note [¢|, la norme de ¢ induite par la métrique r. On note
dist,.(+, -) la fonction distance induite sur X par r.

Soient (z1,...,x,) des coordonnées locales au voisinage de x € X. On dit que les
coordonnées (x1, . .., x,) sont des coordonnées normales pour r si (0/0x1,...,0/0x,)
forment une base orthonormale de T, X pour la norme | - |.

La proposition suivante paraphrase, dans un contexte un peu plus général, un
résultat de [H-L-T].

Proposition 2.2. Soient X un sous-ensemble ouvert de X et A un sous-ensemble
fermé et conique de T*X tels que pour un voisinage ouvert X de l’adhérence de X
on ait:

(2.1) T (X)NAN(Y xT*Z) C T% X.

Alors pour toute métrique r sur Z, il existe une métrique s sur'Y et une fonction
p: Z — Rxq localement bornée, telles que posant:

(2.2) V(X,r,5,0) = {(y,2:0,0); (y,2) € X, [C|r > p(2)|nls},
on ait:

AﬂV()?,r,s,p):(Z).

preuve. L’adhérence d’un sous-ensemble relativement compact de X est un sous-
ensemble compact de X. L’hypothese (2.1) entraine donc que la projection 7'(')_(1 (X) —
(T*Y x Z)Nw'(X) est propre sur A. Par suite la fonction:

p:T*Y x Z — Rso U {+00}
((y3m), 2) = sup {[¢]r; (v, 2) € X, (y, 231, C) € A},
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est localement bornée (ici on pose sup @ = 0).

Soit Y = Y U {oo} une compactification de Y par I’adjonction d'un “point &
I'infini”. Puisque Y est paracompacte, on peut trouver des fonctions ¢ : Y — R+
de classe C™° telles que:

(2.3) lim ¢(y) = 0.

Yy—oo

Soit § une métrique Riemannienne sur Y.
On peut alors choisir une fonction ¢ de classe C*° comme dans (2.3) décroissante
a 'infini suffisamment vite afin que si ’on pose s = s, alors la fonction:

p:Z — RTU{+o0}
z = sup {p(y,n, 2); (y,2) € X, [n]s = 1},
soit localement bornée. C.Q.F.D.

3. Résultats préliminaires. On utilisera dans la suite les outils de la théorie
microlocale des faisceaux de [K-S 1, 2].

Soit X une variété réelle de classe C*°. On note D’(X) la catégorie dérivée de la
catégorie de complexes bornés de faisceaux de groupes abéliens sur X. Si F' est un
objet de D°(X), on lui associe son micro-support SS(F), un sous-ensemble fermé,
conique et involutif de T*X.

Définition 3.1. Soit A un sous-ensemble de X et z € X.

(i) On note N, (A) 'ensemble des 0 € T, X, 6 # 0 tels que, dans une carte au
voisinage de z, il existe un cone ouvert v 3 0 et un voisinage U > x avec:

UN({(ANU)+~v) C A.

(ii) On note N} (A) ={ne T;X;(n,0) > 0,V0 € N,(A)}, le polaire de N, (A).
(ili) On note N(A) = Ugex Nz (A), N*(A) = Uzex N (A).

On a les relations évidentes:

Lemme 3.2. Soient A et B deux sous-ensembles de X et z € X. Alors:
(i) NZ(X\ A) = N;(A)?, ou a désigne I'application antipodale,
(ii) N;(AUB) C N;(A) + N;(B),
(iii) NY(ANB) C N}(A)+ N;(B),

En combinant la Proposition 2.7.2 et le Corollaire 5.4.9 de [K-S 2], on peut
énoncer le résultat de propagation suivant.

Proposition 3.3. Soit F € Ob(D®(X)) et soit {Us}ier une famille de sous-
ensembles ouverts de X. On suppose:
(i) Up = Us<tUs, pour chaque t € R,
(ii) pour chaque couple (s,t) avec s < t, l’ensemble Uy \ Us Nsupp(F') est com-
pact,
(iii) Posant Zs = Ni=s(Us \ Us), pour chaque couple (s,t) avec s > t, et pour
tout v € Zs\ Uy on a N} (Up) #TxX et SS(F)NN(U)* C TxX.

Alors, pour tout t € R, on a l’isomorphisme canonique:

RT(U,Uy; F) = RT(U,; F).
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Définition 3.4. On appelle cone normal d’'une fonction ¢ : X — Renx € X
I'ensemble Nz(¢) = Nz({z;¢(x) > ¢(T)}). On appelle cone conormal de ¢ en
Z € X le polaire de Nz(yp), et on le note N2 ().

On peut donner l'extension suivante du lemme de Morse microlocal [K-S 2,
Lemma 5.4.17].

Proposition 3.5. Soit F' € Ob(D%(X)) et soit ¢ : X — R une fonction continue.
On suppose:

(i) supp(F)Ne~1(t) est compact pour tout t € R,
(ii)) Ni(p) #TrX et Ni(p)NSS(F) C T X pour tout x avec a < p(x) < b.

Alors on a:

RU(¢™ (] = 00,b]); F) = RU(¢ (] — 00,a]); F)
= RI(p7 (] = o0, al); F).

preuve. Pour tout a < s < bon a

(RT 4>y RouF) s = (Rpu R {4 (2)> 51 F) s
= RF(SO_l(S)? RF{@(J:)ZS}F) - 07

ou la derniere égalité résulte de I’hypothese (ii) grace a [K-S 2, Cor. 5.4.9]. On a
donc, d’apres la définition du micro-support, SS(Rp.F)N{(t,7) € T*R;a < t <
b} C {(t,7) € T*R;T < 0}. La preuve est ensuite celle de loc. cit. C.Q.F.D.

4. Probleme de Cauchy au voisinage de la variété des données. Soit YV
une variété réelle de classe C'°°, connexe, paracompacte et non compacte. On pose

X =Y xR"et Yy =Y x {0}.
Théoréme 4.1. Soit F € Ob(D"(X)) tel que:

(4.1) SS(F)N (Y x TyR") C TLX.

1l existe alors un systéme fondamental de voisinages U de Yy dans X tel que le
morphisme naturel:

RU(U; F) — RI'(Yy; F)
soit un isomorphisme.

Soit s une métrique sur Y. On aura besoin dans la preuve des deux lemmes
suivants.

Lemme 4.2. Pour toute fonction continue ¥ : Y — R~ il existe une fonction
continue ¢ : R XY — R>q, de classe C>* en'Y et telle que:
(i) ¢(t,y) =0 pour tout t <0,
i) pour tout y € Y il existe t € R avec p(t,y) # 0,
(iii) p(t,y) > @(t',y) pour tout t > t’,

(

iii)

(iv) |dyee(t, )]s < ¥ (y) pour tout t, y avec p(t,y) # 0,

(v) pour tout t € R le support de la fonction y — p(t,y) est compact.
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preuve. La variété Y étant paracompacte et non-compacte, il existe une suite ex-
haustive de compacts K,, p € N, de Y avec K, C int(K,+1) et une famille ¢,
p € N, de fonctions de classe C'>° a valeurs positives avec:

0 <¢p,(y) <1, pour touty €Y,
(4.2) ep(y) =0, pour y € K2 ouy ¢ Kpq,
1

, pour y € K, \ K,_1,

(ici on pose K, = () pour p < 0). On remarque que ces conditions entrainent que
pour m # p, |m —p| # 2 et pour tout y € Y, on a que dyp,, # 0 entraine d,¢, = 0.
Les ensembles supp(y,) étant compacts, il existe des nombres positifs «,, tels

que |apde,(y)|s < 24(y) pour tout y € Y.
On pose alors:

0, pour t < 0,
(4.3)  o(t,y) = aoteo(y), pour 0 <t <1,
o(p,y) + (t = p)apr1ppy1(y), pourt €]p,p+1],p € Nxo.

C.Q.F.D.

Lemme 4.3. Pour tout couple de fonctions continueiﬁlp Y — Ry, il existe
une fonction f:Y — Rsq de classe C™ avec f(y) < f(y) et |df(y)|s < ¥(y) pour
tout y € Y.

preuve. Soit f 1Y — R une fonction de classe C'*° telle que f < f

Soit ¢, la famille définie par (4.2). Il existe des nombres a, > 0 tels que
S apep(y) < 1 et |apd(epf(y))]s < 3¢(y) pour tout y € Y. On pose alors

~

fy) =" appp(y) f(y). C.Q.F.D.

preuve du Théoréme 4.1. Si h: Y — R~ est une fonction continue, on pose:
Un ={(y,2) € X;|z| <h(y)}.

La famille des U, forme un systeme fondamental de voisinages de Yy dans X et
donc il existe une fonction h telle que (4.1) implique:

T (U)NSS(F)N (Y x T*R™) C TxX.

On peut alors appliquer la Proposition 2.2 pour le choix h = %ﬁ, X = U;, X =
Up, A = SS(F), r la métrique euclidienne sur R". Pour s, p comme dans cette
proposition, on pose V =V (Up, 1, s, p).

On choisit une fonction continue v : Y — R+ avec:

(4.4) P(y) <inf{p~"(2); |2] < h(y)},

(on rappelle que la fonction p est localement bornée). Soit ¢ la fonction définie
par le Lemme 4.2 pour ce choix de ¢ (on peut évidemment supposer qu’on ait
©(t,y) < h(y) pour tout ¢, y). On définit p, : Y — R par p(y) = tlim o(t,y)

(c’est une fonction de classe C*° sur Y car, y € Y étant fixé, la fonction ¢(t,7y) est
constante pour ¢t >> 1).
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On pose:
(4.5) & ={f:Y — R.yg; f est de classe C°, [ < @Yoo,
de(|2] = f(y)) € V pour [z| < f(y)}.

On va montrer que la famille {Uy} rce satisfait la conclusion du Théoreme 4.1.

(a) On montre que les Uy, f € ®, forment un systeme fondamental de voisinages
de Yy dans X. N

Si U D Yy est un ouvert, il est facile de construire une fonction continue f : Y —
R-( avec f< Yo €t telle que UJ; C U. Si f est la fonction donnée par le Lemme

4.3 pour ce choix de fet pour ¢ comme dans (4.4), on aalors Yo C Uy C U, f € ®.
(b) Comme pour tout j:
H’(Yo; F) & limp H(U; F)
UDYo

(ou U parcourt la famille des voisinages ouverts de Y; dans X ), et comme la famille
{Uf} rea est cofinale, il suffit de montrer les isomorphismes:

(4.6) RT(Up; F) & RO(U,; F),

pour tout f,g € ® avec f > g.
(c) On va maintenant appliquer la Proposition 3.3 pour montrer I'isomorphisme
(4.6). On pose:

Vi={(y,zn,0) € T"X;(y,2) € Up, z#0, —(2/|2],{) > p(2)|nls},
Wi ={(y,2) € X;lz| < o(t,y)},
U =U, U (UpnW).

L’hypothese (i) est une conséquence de la continuité de .

D’apres (v) du Lemme 4.2 on voit que W est relativement compact et donc la
condition (ii) de la Proposition 3.3 est aisément vérifiée.

L’ensemble V' est & fibres convexes et on a V/ C V. Des que f,g € ®, on
a N*(U) C V' pour - = f,g, ot N*(-) := N*(-)\ T%X. L’hypothese (iv) du
Lemme 4.2 nous donne N*(W;) C V’. Par le Lemme 3.2 on a donc N*(U;) C
N*(W,) +N*(U;)+N*(U,) C V' +V'+V' C V' CV, ce qui entraine la condition
(iii) de la Proposition 3.3

L’isomorphisme (4.6) en résulte. C.Q.F.D.

Remarque 4.4. Soit X une variété réelle de classe C'*° connexe, paracompacte
et non compacte. Soit Y une sous-variété connexe de X. On note Ty X le fibré
conormal & Y dans X. Par une méthode de déformation non-caractéristique un
peu plus compliquée que celle de la preuve du Théoreme 4.1, on aurait pu énoncer
le résultat plus général:

Soit F € Ob(D®(X)) tel que:
4.1y SS(F)NTy X C Tx X.

1l existe alors un systéme fondamental de voisinages U de Y dans X tel que le
morphisme naturel:

RI(U; F) — RT(Y; F)

soit un isomorphisme.
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5. Solution maximale. Soient Y une variété réelle de classe C'*°, connexe, para-
compacte et non compacte. On pose X =Y x R" et Yy =Y x {0}.

On munit R" d’une métrique Riemannienne r (non nécessairement la métrique
euclidienne). Soit s une métrique sur Y et p : R" — R>( une fonction localement
Lipschitz. Pour z € R", on note v, : [0,1] — R" le rayon défini par ~,(t) =t z.
Avec les notations 2.1, on pose:

(5.1) f(y) = dists(y, 00),

1
o) = [ pOs) i in(t) @ ()
0
Pour f:Y — R, g: R" — R fonctions continues, on pose:

(5.2) Ugy ={(y,2) € X59(2) < f(y)}.
Théoréme 5.1. Soit F € Ob(D"(X)) tel que:
SS(F)N(Y xT*R") Cc Tx X.

Soit r une métrique Riemannienne sur R". Soient s la métriqgue Riemannienne sur
Y et p la fonction localement bornée sur Z données par la Proposition 2.1 pour ce
choiz de la métrique r et pour X = X = X, A= SS(F). Alors pour toute fonction
localement Lipschitz p > p et pour f, g définies comme dans (5.1), le morphisme
naturel:

(5.3) RU(Ug, 3 F) — RI'(Yo; F)

est un 1somorphisme.

Remarque 5.2. Le nombre g(z) est la longueur du rayon v, pour la métrique p?r.
L’ouvert U, r du théoreme sera alors d’autant plus grand que p est proche de p et
que les rayons 7, sont proches des géodésiques pour la métrique p?r.

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 5.3. Soit r une métriqgue Riemannienne sur R"™, p : R" — Rsqg une
fonction de classe C™ et g la fonction définie dans (5.1) pour ce choix de r et p.
Pour tout 0 # z € R" il existe des coordonnées z = (z1,7') normales pour r au
voisinage de Z telle que pour tout 0 < e < 1 il existe 6. > 0 tel que:

9(2) < g(2) —ep(z)(z1 — 21),
pour tout z,z € B(Z,0.) avec |2/ — 2| < 6.(z1 — z1).

(Ici | - | note la norme euclidienne associée au choix de coordonnées et B(Z,d)
note la boule de centre Z et rayon §.)

preuve. On peut choisir une carte locale en Z et des coordonnées normales z =
(21, 2") telles que 2z soit la longueur du rayon v, pour la métrique r. On vérifie les
assertions suivantes:
(1) il existe I > 0 et 61 > 0 avec |g(z) —g(Z)| < l|z—Z| pour tout 2,z € B(Z, d1),
(2) pour tout 0 < € < 1 il existe d3 > 0 tel que g(2) < ¢g(2) —Ep(Z)(z1 — 21)
pour tout z,z € B(Z,d2) avec 2 = 7.
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On a alors

9(2) < g(21,7) +1|Z' = |
<9(2) —2p(2)(Z1 — 21) + 1|7 =2
<9(2) —en(z)(z1 — 21)

pour tout couple z, z satisfaisant:

{ z,z € B(Z,9.),

|2/ — 2| < d:(21 — Z1),

o1 0<e<z<1,0<d. <min{dy,ds,l 1 (Z—¢)p(2)}. C.Q.F.D.

preuve du Théoréme 5.1. On va diviser la preuve en plusieurs parties.

(a) Grace au Théoreme 4.1, il existe h € & comme dans (4.5) avec Yy C Uy C
U, ¢ et RU(Up; F) = RI(Yy; F). Le morphisme (5.3) se factorise par ce dernier

isomorphisme et donc (5.3) est un isomorphisme si et seulement si RI'(Uy ; F') —
RT'(Up; F'). Sil'on pose Fj, = Rl x\p, F, il suffit alors de montrer:

(5.4) RT(U, f; Fy) = 0.

(b) Soit {K,},, p € N une famille exhaustive de compacts de Y a bord C*°, avec
K, C Int(Kpy1). Soit p, : R" — Rso, p € N, pp(2) > p(2z) pour tout z € R", une
famille décroissante de fonctions C'*° convergentes vers p uniformément. On pose:

o _ { D, si dist,- (0, 00) = +o0,
P dist,.(0,00) — 1/p, autrement,
. dists(y, 0K)), poury € K,
fp(y) = 0
, autrement,

fo(y) = inf{fp(y),d;o ;
g(2) = / pp(1= (D) (1 A1) © A () e

Les Uy, 1,, p € N forment une famille croissante d’ouverts relativement compacts
dans X tels que U,Uy, ¢, = Uy ¢
Sion a

(5.5) RI'(Uy,.t,; Fr) =0, pour tout p,

d’apres le procédé de Mittag-Leffler, on a aussi que RI'(Uy, f; F,) = lim RI'(Uy, 5, ; Fr) =
p
0. Il suffit donc de montrer (5.5).

(c) On définit ¢, : X — R>o U {400} par ¢,(y, 2) = gp(2)/ fo(y).

Pour o > 0 suffisamment petit, on a ¢, (] — 00, a]) C Up. On a aussi o, (] —
00, 1[) = Uy,,s,- Pour montrer (5.5) il suffit alors de vérifier qu’on peut appliquer
la Proposition 3.5 pour le choix ¢ = ¢,, a =a, b =1, F = F},.

L’hypothese (i) est évidemment vérifiée. On est alors ramenés a montrer que:

(5.6) { Ni(pp) #Ti X, Nj(pp) NSS(Fy) CTxX,

pour tout z € X avec a < ¢p(z) < 1.
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Soient: .
Pp(y,2) = 9p(2)/ fp(),
¢p(y,2) = gp(2)/d;°
V=V(X,p,r,s),
ou V (X, p,r,s) est 'ensemble défini par (2.2).
Soit T = (7,%) € X avec ¢,(T) = ¢, @ < ¢ < 1. On peut alors choisir une carte

locale et des coordonnés (z) = (y, z) dans X au voisinage de T normales pour s X,
telles que:

(i) (2) = (#1, %) soient les coordonnées dans R" au voisinage de Z données par
le Lemme 5.3 pour ce choix de 7 et pour p = p,,

(ii) fo(y) > fo(@) — |7 —yl, pour tout y,§ € B(7, dy), 6y > 0 (ici | -| est la norme
associée au choix de coordonnées).

On pose pour tout € > 0:
* * €
A= {0 e Txig > Ly

Lemme 5.4. Pour tout 0 < e <1 on a les estimations:
(i) Nx(p) C AL
() N2(3y) C AL,
ot N*() .= N*(\)\ Tx X
preuve. On prouve estimation (i), la preuve de (ii) étant pareille.

Pour tout 0 < ¢ < 1 il existe §o > 0 tel que pour toute couple = = (¥, 2),
= (y, z) satisfaisant:

gp(z) < Cfp@)a

2,z € B(Z,0.),
Y,y € B(y,6:),
ZL— 21> 07 = 2|+ elepp(2) Y - vl
on ait:
9p(2) < gp(2) —epp(Z)(z1 — 21)
< cfp(§) = epp(Z)(Z1 — 21)
= cfp(@) — clf — yl + cli — yl — epp(2)(Z1 — 21)
<cfpy).
Soit

1 c
A = R S TyX, > —|7/ .
€,6 {(y Z) Z] 5 |Z | + gpp(z) ‘y‘}

Les calculs précédents montrent que Nz({(y, 2) € X; gp(2) < cfp(y)}) = Nz($p)* D
AZ 5. Pour tout 0 <& <& <1 on a alors:

N( )CAE(S—

C{n.0) € TX: 61 > |+ 220

C AL

[nl}
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C.Q.F.D.

fin de la preuve du Théoréme 5.1. L’ensemble A} est convexe. On a alors, grace
au Lemme 5.4, Nz (pp) = Nz (inf{p, $p}) C N2 () + N3 (p) C AL+ AZ C AL

En particulier NZ2(p,) # TeX.

Il reste donc a montrer que
(5.7 N2(¢,) 0 (w5 () N SS(F)) {0},

Siz e Uy on a Fj, =0 au voisinage de .

Siz €lnt(X \ Up) on a Fj, = F au voisinage de . Les coordonnées (y, z) étant
normales, on voit que pour c¢p(%)/pp(Z) < e < 1, A* C V N7y (T). L'estimation
(5.7) découle alors de NZ(p,) C A C nx* () NV, SS(F)NV = 0.

SiZ € AU, on a N2(X \Uy,) C AF et donc, d’apres le Corollaire 5.4.9 de [K-S 2],
F}, = 0 au voisinage de . C.Q.F.D.

6. Probleme de Cauchy holomorphe. Soit Y une variété analytique complexe,
connexe, paracompacte et non compacte. On pose X =Y x C™, Yy = Y x
{0}. On note Ox et Dx les faisceaux des fonctions holomorphes et des opérateurs
différentiels sur X, respectivement. Soit M un Dx-module cohérent pour qui Yy
soit non caractéristique. Le théoreme de Cauchy-Kowalevski se traduit, d’apres
Kashiwara [K], par I'isomorphisme:

(6.1) RHomDX (M,Ox>|yo :> RHOmDYO (MYO,OYO),
ou My, note le systeme induit sur Yj.

On pose:
(6.2) F = RHomp, (M, Ox),

le complexe des germes de solutions holomorphes de M. On montre dans [K-S 1, 2]
que le micro-support de F' coincide avec la variété caractéristique du systeme M.
Grace a (6.1), 'existence et 'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour
M a données holomorphes sur un ouvert U contenant Y, s’écrit sous la forme:

RT(U; F) = RI(Yy; F).
Les théoremes 4.1 et 5.1 peuvent s’appliquer donc au probleme de Cauchy holo-
morphe.
En particulier, soit X =Y x C et P € Dx un opérateur différentiel holomorphe

d’ordre m tel que I'hyperplan Y x {0} soit non caractéristique.
On considere le probleme de Cauchy:

Pu=wv,
(6.3) { () = (w),

ou v et (w) = (wy,...,w,) sont des fonctions holomorphes dans X et Yy respec-
tivement, et y(u) désigne les m premieres traces de u sur Yjp.

Appliquant le Théoreme 4.1 avec M = Dx/Dx P et F comme dans (6.2), on
obtient un systeme fondamental de voisinages ouverts U de Yy dans X tel que le
probleme (6.3) soit bien posé dans U tout entier. On retrouve ainsi un résultat de
[B_S7 §2]

Si en plus on suppose que Y x {z} soient non caractéristiques pour P pour tout
z € C, on obtient en appliquant le Théoreme 5.1 que le probleme (6.3) est bien
posé dans les ouverts Uy, ¢ donnés par (5.1), (5.2).

C’est un résultat moins précis que celui de [H-L-T]. Ces auteurs utilisent en fait
pleinement la géométrie de la variété caractéristique de 'opérateur différentiel P.
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