
Given a commutative noetherian ring R we discuss its representations, i.e. its R-modules. The prime spectrum of R 
plays a fundamental role, controlling much of the structure of the category of R-modules. We illustrate this in two 
instances, surveying a parametrisation of localising subcategories and a parametrisation of flat ring epimorphisms.

Ǜ *ăĉćĄùĊøĉþĄă

3FQSFTFOUBUJPO UIFPSZ TUVEJFT BDUJPOT PG SJOHT PO BCFMJBO
HSPVQT PS WFDUPS TQBDFT� 5IF PCKFDUT PG TUVEZ BSF UIFSF�
GPSF ৩�NPEVMFT XIFSF ৩ JT B SJOH� )FSF BSF TPNF FY�
BNQMFT PG SFQSFTFOUBUJPOT�

�� -FU )৯- ,* CF BO BCFMJBO HSPVQ� 5IFO ৯ BENJUT
B OBUVSBM І�BDUJPO TFUUJOH BO JOUFHFS ৾ UP BDU POਈ ҥ ৯ CZ JUFSBUJOH }৾} UJNFT UIF PQFSBUJPO , PO ਈ
JG ৾ Ԃ 1 PS PO үਈ JG ৾ = 1�

�� -FU ৭ CF B WFDUPS TQBDF PWFS B mFME � 5IF mFME 
OBUVSBMMZ BDUT PO ৭ UISPVHI UIF NVMUJQMJDBUJPO PG
WFDUPST CZ TDBMBST� 5IJT UVSOT ৭ JOUP B �NPEVMF�
*G GVSUIFSNPSF XF DIPPTF B MJOFBS FOEPNPSQIJTN৷ӓ ৭ ݓ ৭ UIFO XF DBO EFmOF BO BDUJPO PG UIF
QPMZOPNJBM SJOH \ਈ^ PO ৭ TFUUJOH UIF BDUJPO PG ਈ৾
PO B WFDUPS ਆ BT ৷ ৾)ਆ*� 5IJT ZJFMET B \ਈ^�NPEVMF
TUSVDUVSF PO ৭�

�� -FU  CF B mOJUF HSPVQ BDUJOH PO B �WFDUPS TQBDF৭� 5IFO ৭ DBO CF SFHBSEFE BT B �NPEVMF XIFSF JT UIF SJOH XIPTF FMFNFOUT BSF GPSNBM MJOFBS
DPNCJOBUJPOT PG FMFNFOUT PG  PWFS  	NVMUJQMJDB�
UJPO JT EFmOFE CZ UIF PQFSBUJPO JO 
� 'PS FYBNQMF
JG  JT UIF 	EJIFESBM
 HSPVQ 5 PG TZNNFUSJFT PG B
TRVBSF BOE ৭ > Ѓ3 UIFO 5 BDUT OBUVSBMMZ PO Ѓ3�
5IJT UVSOT ৭ JOUP B NPEVMF PWFS Ѓ5 XIFSF UIF
NVMUJQMJDBUJPO FYUFOET MJOFBSMZ UIF DPNQPTJUJPO PG
TZNNFUSJFT JO 5�

�� -FU ષ CF B DPNQMFY -JF BMHFCSB XJUI BO BDUJPO PO

B DPNQMFY WFDUPS TQBDF ৭� 5IFO ৭ JT OBUVSBMMZ B
NPEVMF PWFS ੋ)ષ* UIF VOJWFSTBM FOWFMPQJOH BMHF�
CSB� 'PS FYBNQMF JG ષ JT ૃ઼)3- Ϯ* UIF -JF BMHFCSB PG3 · 3 NBUSJDFT XJUI [FSP USBDF UIFO ષ BDUT OBUVSBMMZ
PO ৭ > Ϯ3� 5IJT BDUJPO UVSOT ৭ JOUP BO ੋ)ૃ઼)3- Ϯ**�
NPEVMF XIFSF ੋ)ૃ઼)3- Ϯ** DBO CF TIPXO UP CF JTP�
NPSQIJD UP UIF SJOH Ϯ݅ਈ- ਉ- ਊ݆0)ਈਉ ү ਉਈ , 3ਉ- ਈਊ үਊਈү3ਊ- ਉਊүਊਉ,ਈ* XJUI OPO�DPNNVUJOH WBSJBCMFTਈ ਉ BOE ਊ�

" USBEJUJPOBM BJN PG SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ JT UP DMBTTJGZ
BMM SFQSFTFOUBUJPOT PG B HJWFO SJOH� 5IJT JT JO HFOFSBM B
WFSZ EJôDVMU JG OPU JNQPTTJCMF UBTL� 0OF NJHIU IPX�
FWFS USZ UP DMBTTJGZ GBNJMJFT PG NPEVMFT TBUJTGZJOH DPN�
NPO QSPQFSUJFT� 5IJT NBDSPTDPQJD BQQSPBDI UP SFQSF�
TFOUBUJPO UIFPSZ IBT CFFO WFSZ TVDDFTTGVM PWFS UIF QBTU
EFDBEFT TIJGUJOH UIF GPDVT GSPN JOEJWJEVBM NPEVMFT UP
DPMMFDUJPOT 	PS TVCDBUFHPSJFT
 PG NPEVMFT XJUI UIF IFMQ PG
DBUFHPSZ UIFPSZ BOE IPNPMPHJDBM BMHFCSB�

ǜ $öĉúüĄćþúĈ Ąû ĂĄùĊāúĈ öăù ĈĄĂú Ĉąúøþöā
ĈĊ÷øöĉúüĄćþúĈ

(JWFO B SJOH ৩ DPOTJEFS UIF DBUFHPSZ JQ/)৩* XIPTF
PCKFDUT BSF BMM 	SJHIU
 ৩�NPEVMFT BOE XIPTF NPSQIJTNT
BSF UIF ৩�MJOFBS IPNPNPSQIJTNT PG BCFMJBO HSPVQT J�F�
UIPTF UIBU QSFTFSWF UIF ৩�BDUJPO�

&čöĂąāú Ǜ�� 5IF DBUFHPSZ JQ/)І* JT 	FRVJWBMFOU UP

UIF DBUFHPSZ PG BCFMJBO HSPVQT� 4JNJMBSMZ UIF DBUFHPSZ
JQ/)* GPS B mFME  JT 	FRVJWBMFOU UP
 UIF DBUFHPSZ PG �
WFDUPS TQBDFT� 5IF DBUFHPSZ JQ/)\ਈ^* JT 	FRVJWBMFOU UP
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UIF DBUFHPSZ XIPTF PCKFDUT BSF QBJST )৭ - ৷ * XIFSF ৭ JT B�WFDUPS TQBDF BOE ৷ JT B �MJOFBS FOEPNPSQIJTN PG ৭�
5IFNPSQIJTNT JO UIJT DBUFHPSZ CFUXFFO UXPQBJST )৭ - ৷ *
BOE )৮ - ৸* BSF UIPTF MJOFBS NBQT ಆӓ ৭ ݓ ৮ TVDI UIBU৸ ҵ ಆ > ಆ ҵ ৷�

*O UIJT OPUF CZ TVCDBUFHPSZ PG JQ/)৩* XF NFBO B
TUSJDU BOE GVMM TVCDBUFHPSZ 	TFF <�> GPS CBTJD UFSNJOPMPHZ
�
5IJT NFBOT UIBU B TVCDBUFHPSZ JT DPNQMFUFMZ EFTDSJCFE CZ
JUT DPMMFDUJPO PG PCKFDUT� 8F BJN UP DMBTTJGZ TPNF TVC�
DBUFHPSJFT PG JQ/)৩* BOE UIF POFT XF BSF QBSUJDVMBSMZ
JOUFSFTUFE JO BSF EFUFSNJOFE CZ DMPTVSF DPOEJUJPOT� " TVC�
DBUFHPSZ ੋ PG JQ/)৩* JT TBJE UP CF DMPTFE VOEFS

t 	DP
QSPEVDUT JG GPS BOZ 	TFU�JOEFYFE
 GBNJMZ PG ৩�
NPEVMFT MZJOH JO ੋ JUT 	DP
QSPEVDU MJFT JO ੋ�

t 	DP
LFSOFMT JG GPS BOZ NBQ PG ৩�NPEVMFT৷ӓ  ݓ  XF IBWF UIBU UIF 	DP
LFSOFM PG ৷
MJFT JO ੋ�

t FYUFOTJPOT JG GPS BOZ TIPSU FYBDU TFRVFODF PG ৩�
NPEVMFT

1 ݓ ৯ ݓ ৰ ݓ ৱ ݓ 1
JG ৯ BOE ৱ MJF JO ੋ UIFO TP EPFT ৰ�

5IF GPMMPXJOH EFmOJUJPO TFUT VQ UIF LJOE PG TVCDBUF�
HPSJFT XF XJMM CF JOUFSFTUFE JO�

%úûþăþĉþĄă Ǜ�� -FU ৩ CF B SJOH� " TVCDBUFHPSZ  PG
JQ/)৩* JT TBJE UP CF B 4FSSF TVCDBUFHPSZ JG GPS BOZ TIPSU
FYBDU TFRVFODF PG ৩�NPEVMFT

1 ݓ ৯ ݓ ৰ ݓ ৱ ݓ 1
৯ BOE ৱ MJF JO ੋ JG BOE POMZ JG ৰ MJFT JO ੋ� .PSFPWFS
XF TBZ UIBU  JT MPDBMJTJOH JG JU JT B 4FSSF TVCDBUFHPSZ
XIJDI JT DMPTFE VOEFS DPQSPEVDUT BOE XF TBZ UIBU  JT
CJSFnFDUJWF JG  JT DMPTFE VOEFS QSPEVDUT BOE DPQSPE�
VDUT LFSOFMT BOE DPLFSOFMT�

&čöĂąāú ǜ�� *O UIF DBUFHPSZ PG BCFMJBO HSPVQT
JQ/)І* DPOTJEFS UIF TVCDBUFHPSZ hQ`b GPSNFE CZ BMM
BCFMJBO HSPVQT GPS XIJDI FWFSZ FMFNFOU IBT mOJUF PSEFS
BOE UIF TVCDBUFHPSJFT ੋ৾ 	৾ ? 2
 GPSNFE CZ BMM BCFMJBO
HSPVQT BOOJIJMBUFE CZ ৾ 	J�F� BCFMJBO HSPVQT GPS XIJDI
UIF PSEFS PG FWFSZ FMFNFOU EJWJEFT ৾
�

�� (JWFO BO BCFMJBO HSPVQ  JO hQ`b FWFSZ TVCHSPVQ
PG  BOE FWFSZ RVPUJFOU HSPVQ PG  BMTP MJFT JO
hQ`b� 5IF TBNF DPODMVTJPO DBO FBTJMZ CF SFBDIFE
GPS FYUFOTJPOT CFUXFFO UXP HSPVQT JO hQ`b BOE GPS
DPQSPEVDUT PG TVDI HSPVQT� 5IFSFGPSF hQ`b JT B MP�
DBMJTJOH TVCDBUFHPSZ PG JQ/)І*�

�� 5IF TVCDBUFHPSZ hQ`b JT OPU IPXFWFS DMPTFE VO�
EFS QSPEVDUT� -FU  CF UIF QSPEVDU JOEFYFE CZ UIF
OBUVSBM OVNCFST PG UIF BCFMJBO HSPVQT І0৾І� 5IF
FMFNFOUT PG  BSF UIF TFRVFODFT )৲৾*৾ҥϻ XJUI FBDI৲৾ CFJOH BO FMFNFOU JO І0৾І� *U JT FBTZ UP TFF UIBU
UIF TFRVFODF HJWFO CZ ৲৾ > 2 EPFT OPU IBWF mOJUF
PSEFS BOE UIVT  EPFT OPU MJF JO hQ`b�

�� *U JT FBTZ UP TFF UIBU ੋ৾ JT DMPTFE VOEFS LFSOFMT BOE
DPLFSOFMT BOE HJWFO BOZ GBNJMZ PG BCFMJBO HSPVQT
BOOJIJMBUFE CZ ৾ CPUI JUT QSPEVDU BOE DPQSPEVDU
XJMM CF BOOJIJMBUFE CZ ৾� "T TVDI ੋ৾ JT B CJSFnFD�
UJWF TVCDBUFHPSZ PG JQ/)І*� )PXFWFS UIF TIPSU
FYBDU TFRVFODF

1 !! І0৾І 2ь৾ !! І0৾3І !! І0৾І !! 1
TIPXT UIBU JU JT OPU FYUFOTJPO�DMPTFE 	TJODF І0৾3І
EPFT OPU MJF JO ੋ৾
� )FODF ੋ৾ JT OPU B 4FSSF TVCDBU�
FHPSZ BOE BT TVDI JU JT BMTP OPU B MPDBMJTJOH TVCDBU�
FHPSZ�

*O UIJT OPUF XF XJMM QSPWJEF B XBZ PG DMBTTJGZJOH BMM MP�
DBMJTJOH TVCDBUFHPSJFT BOE BMM FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFD�
UJWF TVCDBUFHPSJFT PG JQ/)৩* XIFO ৩ JT B DPNNVUBUJWF
OPFUIFSJBO SJOH� *O UIF SFNBJOEFS PG UIJT TFDUJPO XF
XBOU UP FYQMBJO XIZ UIFTF TVCDBUFHPSJFT BSF SFMFWBOU JO
SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ�

ǜ�Ǜ $öĉúüĄćþøöā āĄøöāþĈöĉþĄăĈ

*O PSEFS UP TUVEZ UIF TUSVDUVSF PG B DBUFHPSZ TVDI BT
JQ/)৩* POF UFDIOJRVF JT UP DPOTJEFS JUT MPDBMJTBUJPOT PS
4FSSF RVPUJFOU DBUFHPSJFT� *U GPMMPXT GSPN <�> UIBU GPS
BOZ 4FSSF TVCDBUFHPSZ  PG JQ/)৩* UIFSF JT BO BCFMJBO
DBUFHPSZ JQ/)৩*0 BOE BO FYBDU GVODUPS

ਁ ӓ JQ/)৩* ݓ JQ/)৩*0
UIBU TFOET BMM PCKFDUT PG  UP UIF [FSP PCKFDU BOE UIBU
NPSFPWFS JT VOJWFSTBM XJUI SFTQFDU UP UIJT QSPQFSUZ� *U
JT UIFO UP CF FYQFDUFE UIBU CZ TUVEZJOH UIF BCFMJBO DBU�
FHPSZ JQ/)৩*0 UPHFUIFS XJUI UIF BTTPDJBUFE 4FSSF TVC�
DBUFHPSZ  POF NJHIU CF BCMF UP HMVF EBUB UP UIF MBSHFS
DBUFHPSZ JQ/)৩*� 8IJMF UIJT NBZ JO HFOFSBM TUJMM CF
RVJUF EJôDVMU UIF UBTL CFDPNFT FBTJFS JG XF SFRVJSF UIBU JT BMTP DMPTFE VOEFS DPQSPEVDUT J�F� JG  JT MPDBMJT�
JOH� *OEFFE HJWFO B MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSZ  PG JQ/)৩*
CPUI UIF JODMVTJPO GVODUPS PG  JOUP JQ/)৩* BOE UIF RVP�
UJFOU GVODUPS ਁ BENJU SJHIU BEKPJOUT 	<�>
� 5IFTF BEKPJOUT
DBO UIFO CF VTFE UP CFUUFS SFMBUF UIF TUSVDUVSFT PG UIFTF
UISFF DBUFHPSJFT�

�
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&čöĂąāú ǝ�� $POTJEFS BHBJO UIF DBUFHPSZ JQ/)І* BOE
UIF MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSZ hQ`b GSPN&YBNQMF �� *U UVSOT
PVU UIBU UIF DBUFHPSJDBM RVPUJFOU JQ/)І*0hQ`b JT FRVJW�
BMFOU UP JQ/)Ѐ* J�F� UIF DBUFHPSZ PG Ѐ�WFDUPS TQBDFT�
.PSFPWFS UIF RVPUJFOU GVODUPS ਁhQ`b ӓ JQ/)І* ݓ
JQ/)І*0hQ`b DBO CF TIPXO UP CF OBUVSBMMZ FRVJWBMFOU UP
UIF UFOTPS QSPEVDU үԴІЀ BOE JUT SJHIU BEKPJOU JEFOUJmFT
JQ/)І*0hQ`b XJUI UIF UPSTJPOGSFF BOE EJWJTJCMF BCFMJBO
HSPVQT�

ǜ�ǜ 3þăü úąþĂĄćąýþĈĂĈ

&QJNPSQIJTNT JO UIF DBUFHPSZ PG 	VOJUBM
 SJOHT BSF OPU
KVTU BT POF OBJWFMZ DPVME FYQFDU TVSKFDUJWF SJOH IPNP�
NPSQIJTNT� *O GBDU JU JT BO FBTZ FYFSDJTF UP DIFDL UIBU
UIF FNCFFEJOH PG І JOUP Ѐ JT B SJOH FQJNPSQIJTN PS JO
PUIFS XPSET UIBU BOZ SJOH IPNPNPSQIJTN GSPN Ѐ UP B
SJOH  JT VOJRVFMZ EFUFSNJOFE CZ UIF JNBHF PG UIF JOUF�
HFST� "T JU UVSOT PVU BOZ SJOH PG GSBDUJPOT PG B SJOH ৩
	XIFSF POF GPSNBMMZ JOWFSUT B TVJUBCMZ TFMFDUFE TVCTFU PG৩
 ZJFMET B SJOH FQJNPSQIJTN GSPN ৩�

3JOH FQJNPSQIJTNT GSPN B SJOH ৩ BSF SFMFWBOU JO UIF
SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ PG ৩ CFDBVTF UIFZ DPSSFTQPOE CJ�
KFDUJWFMZ 	VQ UP B TVJUBCMF OPUJPO PG FRVJWBMFODF
 UP CJSF�
nFDUJWF TVCDBUFHPSJFT PG JQ/)৩* 	<�>
� /PUF UIBU BOZ
SJOH IPNPNPSQIJTN ৷ӓ ৩ ݓ ৪ JOEVDFT BO ৩�NPEVMF
TUSVDUVSF PO BOZ 	SJHIU
 ৪�NPEVMF � KVTU TFU UIF BDUJPO
PG ਂ ҥ ৩ PO ৽ ҥ  CZ ৽ բ ਂ ӓ> ৽৷)ਂ*� 5IJT EFmOFT B
GBJUIGVM GVODUPS

৷Ҵ ӓ JQ/)৪* ݓ JQ/)৩*
XIJDI JT DBMMFE SFTUSJDUJPO PG TDBMBST� .PSFPWFS JU UVSOT PVU
UIBU ৷ JT BO FQJNPSQIJTN JG BOE POMZ JG FWFSZ ৩�MJOFBS
NBQ CFUXFFO ৪�NPEVMFT JT BMTP ৪�MJOFBS 	PS JO PUIFS
XPSET ৷Ҵ JT GVMM
� 5IF BTTJHONFOU DBO OPX CF EFmOFE
CZ BTTPDJBUJOH UP B SJOH FQJNPSQIJTN ৷ӓ ৩ ݓ ৪ UIF
TVCDBUFHPSZ PG JQ/)৩* PCUBJOFE BT UIF FTTFOUJBM JNBHF PG
UIF GVODUPS ৷Ҵ 	XIJDI JT OBUVSBMMZ FRVJWBMFOU UP JQ/)৪*
�

$MBTTJGZJOH CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSJFT PG JQ/)৩* UIFO
BNPVOUT UP DMBTTJGZJOH GBNJMJFT PG NPEVMFT UIBU TIBSF UIF
QSPQFSUZ PG CFJOH NPEVMFT PWFS TPNF FQJNPSQIJD JNBHF PG৩ 	JO B DPNQBUJCMF XBZ
� *O UIJT OPUF XF SFTUSJDU PVS BJN
UP DMBTTJGZJOH UIPTF CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSJFT XIJDI BSF
BMTP FYUFOTJPO�DMPTFE� 5IJT JT CFDBVTF UIF BTTPDJBUFE SJOH
FQJNPSQIJTNT FYIJCJU B CFUUFS IPNPMPHJDBM CFIBWJPVS
	TFF <�> GPS EFUBJMT
�

&čöĂąāú Ǟ�� $POTJEFS ZFU BHBJO UIF DBUFHPSZ JQ/)І*
BOE UIF CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSJFT ੋ৾ 	৾ ? 2
 GSPN &Y�
BNQMF �� 5IF SJOH FQJNPSQIJTN BTTPDJBUFE UP ੋ৾ UVSOT

PVU UP CF ৷৾ ӓ І ݓ І0৾І� 5IJT JT CFDBVTF UIF BCFMJBO
HSPVQT BENJUUJOH B OBUVSBM І0৾І�NPEVMF TUSVDUVSF BSF
QSFDJTFMZ UIPTF BOOJIJMBUFE CZ ৾� 5IFTF CJSFnFDUJWF TVC�
DBUFHPSJFT BSF OPU IPXFWFS FYUFOTJPO�DMPTFE 	TFF &YBN�
QMF �
�

$POTJEFS OPX UIF SJOH FQJNPSQIJTN ৷ӓ І ݓ Ѐ�
5IF SFTUSJDUJPO GVODUPS ৷Ҵ ӓ JQ/)Ѐ* ݓ JQ/)І* JT OBU�
VSBMMZ FRVJWBMFOU UP UIF SJHIU BEKPJOU PG ਁhQ`b 	TFF &YBN�
QMF �
� 0OF DBO UIFO DPODMVEF UIBU JOEFFE UIF FTTFOUJBM
JNBHF PG ৷Ҵ 	PS JO PUIFS XPSET UIF CJSFnFDUJWF TVCDBUF�
HPSZ BTTPDJBUFE UP ৷
 DPOTJTUT PG UIF UPSTJPOGSFF EJWJTJCMF
BCFMJBO HSPVQT BOE JU JT UIFSFGPSF FYUFOTJPO�DMPTFE�

ǝ 5ýú ąćþĂú ĈąúøĉćĊĂ

8F UVSO PVS GPDVT UP UIF TUVEZ PG DPNNVUBUJWF OPFUIF�
SJBO SJOHT� 5IF TUSVDUVSF PG UIFTF SJOHT JT SBUIFS XFMM�
VOEFSTUPPE BOE B LFZ QBSU PG UIBU VOEFSTUBOEJOH DPNFT
GSPN UIFJS QSJNF JEFBMT� *U JT UIFSFGPSF OPU TVSQSJTJOH UIBU
QSJNF JEFBMT BMTP QMBZ BO JNQPSUBOU SPMF JO UIF DMBTTJmDB�
UJPO SFTVMUT XF BJN UP TVSWFZ�

-FU ৩ CF B DPNNVUBUJWF SJOH� 3FDBMM UIBU BO JEFBM ી
PG ৩ JT TBJE UP CF QSJNF JG ી ӽ ৩ BOE XIFOFWFS ৲৳ MJFT
JO ી GPS UXP FMFNFOUT ৲ BOE ৳ JO ৩ UIFO BU MFBTU POF PG
UIFN NVTU MJF JO ી� 5IF TFU PG QSJNF JEFBMT PG ৩ JT DBMMFE
UIF TQFDUSVNPG ৩ BOE JT EFOPUFE CZ aT2+)৩*� 5IF TQFD�
USVN PG ৩ BENJUT B OBUVSBM QBSUJBM PSEFS JOEVDFE CZ JO�
DMVTJPO PG JEFBMT BOE NPSFPWFS JU DBO BMTP CF FOEPXFE
XJUI BO JOUFSFTUJOH UPQPMPHZ UIF ;BSJTLJ UPQPMPHZ CZ
EFDMBSJOH UIF DMPTFE TVCTFUT UP CF UIF POFT PG UIF GPSN

৭ )ৠ* ӓ> |ી ҥ aT2+)৩*ӓ ৠ ԣ ી~
GPS TPNF JEFBM ৠ PG ৩� *U JT BO FBTZ FYFSDJTF UP DIFDL
UIBU UIJT JOEFFE ZJFMET B UPQPMPHZ� /PUF UIBU UIF DMPTFE
QPJOUT PG aT2+)৩* BSF UIFO QSFDJTFMZ UIF NBYJNBM JEFBMT
PG ৩� 5IFSF JT B GVMM DIBSBDUFSJTBUJPO PG UIF UPQPMPHJ�
DBM TQBDFT BSJTJOH BT ;BSJTLJ TQFDUSB PG DPNNVUBUJWF SJOHT�
5IFTF BSF QSFDJTFMZ UIF DPNQBDU TQBDFT XIJDI BSF ৫1� BOE
GPS XIJDI UIF DPNQBDU PQFO TVCTFUT GPSN B CBTJT GPS UIF
UPQPMPHZ BOE BSF DMPTFE VOEFS mOJUF JOUFSTFDUJPOT 	<�>
�
5IFTF BSF UIF TP�DBMMFE TQFDUSBM TQBDFT�

&čöĂąāú ǟ�� -FU VT HP CBDL UP ৩ > І� 5IF QSJNF JEF�
BMT BSF QSFDJTFMZ UIPTF HFOFSBUFE CZ B QSJNF OBUVSBM OVN�
CFS BOE JO BEEJUJPO UIF [FSP JEFBM 	CFDBVTF І JT BO JOUF�
HSBM EPNBJO�
� &WFSZ OPO�[FSP QSJNF JEFBM JT NBYJNBM
BOE UIVT XF IBWF DPVOUBCMZ NBOZ DMPTFE QPJOUT BOE B
QPJOU 	UIF [FSP JEFBM
 XIPTF DMPTVSF JT UIF XIPMF TQFD�
USVN� 5IF QPTFU PG QSJNF JEFBMT DBO CF EFQJDUFE BT JO

�

�

1 For every pair of distinct points there is an open subset containing one and not the other
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݅3݆ ݅4݆ ݅6݆ ݅8݆  ݆݅ 
݅1݆  

'JHVSF �� ା୕ୈ)І*�
'JHVSF � XIFSF UIF DPOWFOUJPO JT UIBU BO FEHF SFQSFTFOUT
BO JODMVTJPO GSPN UIF MPXFS SPX UP UIF VQQFS SPX�

(JWFO B DPNNVUBUJWF SJOH ৩ BOE B QSJNF JEFBM ી PG ৩ XF
EFmOF UIF IFJHIU PG ી 	EFOPUFE CZ ?i)ી*
 BT UIF MBSHFTU
JOUFHFS ৾ GPS XIJDI UIFSF JT B DIBJO PG QSJNF JEFBMT PG ৩
PG UIF GPSN

ી1 ԧ ી2 ԧ ી3 ԧ  ԧ ી৾ > ી/
5IF,SVMM EJNFOTJPO PG ৩ 	EFOPUFE CZ E/BK)৩*
 JT UIFO
EFmOFE UP CF UIF TVQSFNVN PG UIF IFJHIUT PG JUT QSJNF
JEFBMT J�F� E/BK)৩* ӓ> bmT|?i)ી*ӓ ી ҥ aT2+)৩*~�

8F XJMM BMTP SFTUSJDU PVSTFMWFT UP UIF DMBTT PG DPN�
NVUBUJWF OPFUIFSJBO SJOHT� 3FDBMM UIBU B DPNNVUBUJWF
SJOH JT TBJE UP CF OPFUIFSJBO JG UIFSF BSF OP JOmOJUF
TUSJDUMZ BTDFOEJOH DIBJOT PG JEFBMT� &YBNQMFT PG TVDI
SJOHT BSF І PS RVPUJFOUT PG QPMZOPNJBM SJOHT CZ BOZ JEFBM�\ਈ2- ///- ਈ৾^0ৠ 	 JT B mFME
� *U JT BO FBTZ FYFSDJTF UP DIFDL
UIBU UIF TQFDUSVN PG B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO SJOH ৩
JT B OPFUIFSJBO TQBDF 	BOZ BTDFOEJOH DIBJO PG PQFO TVC�
TFUT TUBCJMJTFT
� *U DBO BMTP CF TIPXO UIBU GPS FWFSZ JEFBMৠ PG TVDI B SJOH ৩ UIFSF JT B mOJUF TFU PG QSJNF JEFBMT|ી2-  - ી৻~ TVDI UIBU ৭ )ৠ* > Ӈ৻৹>2৭ )ી৹*� 5IJT JNQMJFT
UIBU UIF ;BSJTLJ UPQPMPHZ PO aT2+)৩* DBO CF FBTJMZ SFDPW�
FSFE GSPN UIF QPTFU PG QSJNF JEFBMT� .PSFPWFS XF BMTP
IBWF UIBU UIF QPTFU PG QSJNF JEFBMT PWFS B DPNNVUBUJWF
OPFUIFSJBO SJOH TBUJTmFT UIF GPMMPXJOH UIFPSFN�

5ýúĄćúĂ ǜ�� <� 5IFPSFN ���> -FU ৩ CF B DPNNVUB�
UJWF OPFUIFSJBO SJOH� 8IFOFWFS UIFSF BSF QSJNF JEFBMTી- ૄ BOE ુ TVDI UIBU ી ԧ ૄ ԧ ુ UIFO UIFSF BSF BMTP JO�
mOJUFMZ NBOZ QSJNF JEFBMT ૃ TVDI UIBU ી ԧ ૃ ԧ ુ�

*O QBSUJDVMBS BOZ DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO SJOH ৩
XIJDI DPOUBJOT B QSJNF JEFBM XIJDI JT OFJUIFS B NBYJNBM
OPS B NJOJNBM QSJNF JEFBM IBT UIF QSPQFSUZ UIBU aT2+)৩*
JT JOmOJUF� "T B DPOTFRVFODF JG B DPNNVUBUJWF OPFUIF�
SJBO SJOH ৩ IBT POMZ mOJUFMZ NBOZ QSJNF JEFBMT UIFO ৩
NVTU IBWF ,SVMM EJNFOTJPO BU NPTU ��

#Z EFmOJUJPO UIF DPNQMFNFOU PG B QSJNF JEFBM JT
DMPTFE VOEFS NVMUJQMJDBUJPO 	BOE DPOUBJOT UIF VOJU PG UIF
SJOH
� "T TVDI JU JT B HPPE DBOEJEBUF GPS B TFU PG EFOPN�
JOBUPST JO B SJOH PG GSBDUJPOT� (JWFO B QSJNF JEFBM ી JO B
DPNNVUBUJWF SJOH ৩ XF NBZ DPOTJEFS UIF SJOH PG GSBD�
UJPOT PCUBJOFE CZ BEEJOH UP ৩ GPSNBM JOWFSTFT UP UIF FM�
FNFOUT JO UIF DPNQMFNFOU ৪ > ৩ ࡒ ી BOE XF EFOPUF JU

CZ ৩ી� .PSFPWFS UIFSF JT B OBUVSBM SJOH IPNPNPSQIJTNಝ৪ ӓ ৩ ݓ ৩ી TFOEJOH BO FMFNFOU ਂ UP UIF GSBDUJPO 2ਂ �
5IJT SJOH IPNPNPSQIJTN JT JO GBDU B SJOH FQJNPSQIJTN
BOE JUT BTTPDJBUFE CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSZ JT FYUFOTJPO�
DMPTFE� 5IF GPMMPXJOH QSPQPTJUJPO SFDBMMT IPX aT2+)৩*
aT2+)৩0ી* BOE aT2+)৩ી* BSF SFMBUFE�

1ćĄąĄĈþĉþĄă ǝ�� -FU ৩ CF B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO
SJOH BOE ી B QSJNF JEFBM PG ৩� 5IFO XF IBWF UIBU

�� aT2+)৩0ી* JT IPNFPNPSQIJD UP UIF TVCTQBDF ৭ )ી*
PG aT2+)৩*�

�� aT2+)৩ી* JT IPNFPNPSQIJD UP UIF TVCTQBDFʁ)ી* ӓ> |ુ ҥ aT2+)৩*ӓ ુ ԣ ી~ PG aT2+)৩*�
�� E/BK)৩ી* > ?i)ી* BOE E/BK)৩0ી* ԁ E/BK)৩* >

?i)ી*�
&čöĂąāú Ǡ�� -FU ৩ CF BHBJO UIF SJOH PG JOUFHFST І BOE
MFU ી CF UIF JEFBM HFOFSBUFE CZ UIF QSJNF 3� /PUF UIBU І
JT B SJOH PG ,SVMM EJNFOTJPO � BOE ݅3݆ JT B QSJNF JEFBM PG
IFJHIU �� 5IFO ৩0ી JT UIF mFME І03І XIJDI IBT B VOJRVF
QSJNF JEFBM� UIF [FSP JEFBM� 5IJT mUT XJUI UIF GBDU UIBU
aT2+)І03І* PVHIU UP CF IPNFPNPSQIJD UP UIF TVCTQBDF
PG aT2+)І* HJWFO CZ ৭ )݅3݆* > |݅3݆~� " TJNJMBS DIFDL DBO
CF EPOF GPS UIF MPDBMJTBUJPO PG І BU ݅3݆� *OEFFE UIF SJOH
PG GSBDUJPOT І݅3݆ DBO CF EFTDSJCFE BT B TVCSJOH PG Ѐ BT

І݅3݆ > |৲৳ ҥ Ѐӓ ;+/)৳- 3* > 2~
XIFSF ;+/ EFOPUFT EF HSFBUFTU DPNNPO EJWJTPS� 5IF
TQFDUSVN PG І݅3݆ JT JOEFFE IPNFPNPSQIJD UP ʁ)݅3݆* BOE
DPOTJTUT PG UXP QSJNF JEFBMT� UIF [FSP JEFBM BOE UIF NBY�
JNBM JEFBM 3І݅3݆�

Ǟ $āöĈĈþûþøöĉþĄă ćúĈĊāĉĈ

8F XBOU UP JMMVTUSBUF UIF JEFB UIBU GPS B DPNNVUBUJWF
OPFUIFSJBO SJOH ৩ UIF TUSVDUVSF PG aT2+)৩* DPOUSPMT
NVDI PG UIF SFQSFTFOUBUJPO UIFPSZ PG ৩ J�F� UIF TUSVD�
UVSF PG JQ/)৩*� 'PS UIJT QVSQPTF XF JOUSPEVDF UIF GPM�
MPXJOH OPUJPO PG TVQQPSU� (JWFO BO ৩�NPEVMF  DPO�
TJEFS UIF TFU PG QSJNFT

amTT)* > |ી ҥ aT2+)৩*ӓ Ҡ৹ Ԃ 1ӓ hQ`৩৹ )- ৻)ી** ӽ 1~
�
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XIFSF ৻)ી* ӓ> ৩ી0ી৩ી JT UIF SFTJEVF mFME PG ৩ BU ી BOE
hQ`৩৹ )ү- ৻)ી** JT UIF ৹�UI EFSJWFE GVODUPS PG ү Դ৩ ৻)ી*�
8F SFGFS UP <�> GPS GVSUIFS EFUBJMT�

*G  JT B mOJUFMZ HFOFSBUFE ৩�NPEVMF
amTT)* JT FBTJFS UP DBMDVMBUF� JU DPJODJEFT XJUI|ી ҥ aT2+)৩*ӓ  Դ৩ ৩ી ӽ 1~ 	<� -FNNB ���>
� 'SPN
B HFPNFUSJD TUBOEQPJOU UIJT JT UIF TVQQPSU PG UIF BTTP�
DJBUFE DPIFSFOU TIFBG ຜ PWFS aT2+)৩* J�F� UIF TFU PG
QPJOUT  JO aT2+)৩* XIFSF UIF TUBML ຜ EPFT OPU WBOJTI�

8F DBO BMTP DPOTJEFS TVQQPSU PG TVCDBUFHPSJFT PG ৩�
NPEVMFT� XF EFmOF amTT)ੋ* GPS ੋ B TVCDBUFHPSZ PG
JQ/)৩* UP CF UIF VOJPO PG amTT)৬* XIFSF ৬ SVOT PWFS
BMM ৩�NPEVMFT JO ੋ� 5IJT QSPWJEFT VT XJUI B XBZ UP BT�
TJHO B TVCTFU PG aT2+)৩* UP BOZ TVCDBUFHPSZ PG JQ/)৩*
BOE UIJT JT UIF LFZ UPPM UP UIF DMBTTJmDBUJPO SFTVMUT XFXJMM
EJTDVTT OFYU�

Ǟ�Ǜ -ĄøöāþĈþăü ĈĊ÷øöĉúüĄćþúĈ

5IF mSTU UIFPSFN XF XBOU UP QSFTFOU JT B XFMM�LOPXO
DMBTTJmDBUJPO CZ TVQQPSU PG MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSJFT PG
NPEVMFT PWFS B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO SJOH� .PSFPWFS
JU UVSOT PVU UIBU UIF TVCTFUT PG UIF TQFDUSVN UIBU BSJTF BT
TVQQPSU PG MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSJFT BSF BSCJUSBSZ VOJPOT
PG DMPTFE TFUT� 4VDI TVCTFUT BSF DBMMFE TQFDJBMJTBUJPO�
DMPTFE TVCTFUT� &RVJWBMFOUMZ B TVCTFU ৭ PG UIF TQFDUSVN
PG B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO SJOH ৩ JT TQFDJBMJTBUJPO�
DMPTFE JG GPS BOZ ી JO ৭ BOZ QSJNF ુ DPOUBJOJOH ી NVTU
BMTP MJF JO ৭�

*U DBO CF TIPXO UIBU B TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFU ৭
IBTNJOJNBM FMFNFOUT 	GPS UIF QBSUJBM PSEFS JOEVDFE CZ JO�
DMVTJPO
 BOE UIBU UIFTF DPNQMFUFMZ EFUFSNJOF ৭� *OEFFE
JG ৭ JT TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE BOE )ી৹*৹ҥৠ JT UIF DPMMFDUJPO PG
UIF NJOJNBM FMFNFOUT PG ৭ UIFO ৭ > Ӈ৹ҥৠ৭ )ી৹*�
5ýúĄćúĂ Ǟ�� <� $I�7*f� f�> 'PS B DPNNVUBUJWF
OPFUIFSJBO SJOH ৩ UIF BTTJHONFOU PG TVQQPSU ZJFMET B CJ�
KFDUJPO CFUXFFO

�� MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSJFT PG JQ/)৩*�
�� TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFUT PG aT2+)৩*�
/PUF UIBU UIF JOWFSTF BTTJHONFOU TFOET B

TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFU ৭ PG aT2+)৩* UP UIF TVCDBUF�
HPSZ PG BMM NPEVMFT XIPTF TVQQPSU JT DPOUBJOFE JO ৭�

3úĂöćĀ Ǜ�� *U DBO CF TIPXO UIBU GPS B DPNNVUBUJWF
OPFUIFSJBO SJOH ৩ UIFSF JT B UPQPMPHZ PO aT2+)৩* GPS
XIJDI UIF PQFO TFUT BSF UIF 	;BSJTLJ
 TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE
TVCTFUT BCPWF EFTDSJCFE� 5IJT JT DBMMFE UIF )PDITUFS EVBM
UPQPMPHZ� 'PS NPSF EFUBJMT PO UIJT EVBMJUZ XF SFGFS UP
<�>�

3FDBMM UIBU BO ৩�NPEVMF  JT TBJE UP CFnBU JG үԴ৩
JT BO FYBDU GVODUPS PS FRVJWBMFOUMZ JG UIF EFSJWFE GVOD�
UPST hQ`Ѓ৹ )ү- * BSF JEFOUJDBMMZ [FSP�

&čöĂąāú ǡ�� $POTJEFS BHBJO UIF MPDBMJTJOH TVCDBUFHPSZ
hQ`b PG JQ/)І* 	TFF &YBNQMF �
� 8F TIPX UIBU
amTT)hQ`b* > aT2+)І* ࡒ |݅1݆~ 	UIJT JT TQFDJBMJTBUJPO�
DMPTFE� JU JT UIF TFU PG BMM NBYJNBM JEFBMT PG І
�

'JSTU PCTFSWF UIBU І݅1݆ > Ѐ BOE UIFSFGPSF ৻)݅1݆* >Ѐ� 4JODF Ѐ JT nBU PWFS І XF IBWF UIBU hQ`І৹ )ү- Ѐ* > 1
GPS BMM ৹ Ԃ 2� )FODF ݅1݆ MJFT JO amTT)* 	GPS TPNF
BCFMJBO HSPVQ 
 JG BOE POMZ JG  ԴІ Ѐ ӽ 1� 0CTFSWF
IPXFWFS UIBU JG  JT BO BCFMJBO HSPVQ XIFSF FWFSZ FM�
FNFOU IBT mOJUF PSEFS  ԴІ Ѐ > 1� *OEFFE JG ৽ JT
BO FMFNFOU PG  PG PSEFS ৾ Ԃ 2 UIFO GPS BOZ ਁ ҥ Ѐ
XF IBWF UIBU ৽ Դ ਁ > ৽৾ Դ ਁ৾ > 1� 5IJT TIPXT UIBU
amTT)hQ`b* ԣ aT2+)І* ࡒ |݅1݆~�

5P QSPWF UIF DPOWFSTF XF TIPX UIBU amTT)І0І* >|݆݅~ GPS BOZ QSJNF  JO І� 4JODF І0І JT mOJUFMZ HFO�
FSBUFE UIFO JU JT FOPVHI UP DPNQVUF І0І ԴІ І݅ਁ݆ GPS
BOZ QSJNF ਁ� 4JODF  JT JOWFSUJCMF JO І݅ਁ݆ XIFOFWFS ӽ ਁ B TJNJMBS BSHVNFOU UP UIF POF BCPWF TIPXT UIBUІ0І ԴІ І݅ਁ݆ > 1 GPS BMM ਁ ӽ � 'JOBMMZ JU DBO CF TIPXO
UIBU І0І ԴІ І݆݅ Ӣ ৻)ી* ӽ 1� 5IJT QSPWFT UIF DMBJN�

Ǟ�ǜ &čĉúăĈþĄă�øāĄĈúù ÷þćúûāúøĉþċú ĈĊ÷øöĉúüĄćþúĈ

8F OPX UVSO PVS BUUFOUJPO UP FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFD�
UJWF TVCDBUFHPSJFT PG JQ/)৩* XIFSF ৩ JT DPNNVUBUJWF
BOE OPFUIFSJBO BT CFGPSF� "T NFOUJPOFE FBSMJFS UIF DPO�
EJUJPO PG FYUFOTJPO�DMPTVSF JNQPTFT TPNF OJDF IPNPMPH�
JDBM CFIBWJPVS PO UIF BTTPDJBUFE SJOH FQJNPSQIJTN� *U
UVSOT PVU UIBU JO UIF DPOUFYU PG DPNNVUBUJWF OPFUIF�
SJBO SJOHT UIF FYUFOTJPO�DMPTVSF SFRVJSFNFOU HJWFT VT BO
FYUSFNFMZ OJDF IPNPMPHJDBM CFIBWJPVS� nBUOFTT�

5ýúĄćúĂ ǟ�� <�> -FU ৩ CF B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO
SJOH BOE MFU ৷ӓ ৩ ݓ ৪ CF B SJOH FQJNPSQIJTN� 5IFO
UIF CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSZ BTTPDJBUFE UP ৷ JT FYUFOTJPO�
DMPTFE JG BOE POMZ JG ৪ JT nBU BT BO ৩�NPEVMF�

3JOH FQJNPSQIJTNT BT UIPTF JO UIF UIFPSFN BCPWF BSF
DBMMFEnBU SJOH FQJNPSQIJTNT� 5IF UIFPSFN JT GBS GSPN
CFJOH USVF PVUTJEF UIF DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO TFUUJOH�

" DMBTTJmDBUJPO PG FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFDUJWF TVC�
DBUFHPSJFT UIFSFGPSF BNPVOUT UP B DMBTTJmDBUJPO PG nBU
SJOH FQJNPSQIJTNT 	VQ UP FRVJWBMFODF
� 0CTFSWF NPSF�
PWFS UIBU HJWFO B nBU SJOH FQJNPSQIJTN ৷ӓ ৩ ݓ ৪ UIF৩�NPEVMFT  GPS XIJDI  Դ৩ ৪ > 1 GPSN B MPDBMJTJOH
TVCDBUFHPSZ PG JQ/)৩* XIJDI JT TVQQPSUFE CZ5IFPSFN
� PO B TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFU ৭� 5IJT HJWFT VT B XBZ
PG BTTJHOJOH B TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFU JO aT2+)৩* UP

�
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BOZ HJWFO FRVJWBMFODF DMBTT PG nBU SJOH FQJNPSQIJTNT PG৩� 8IBU BSF UIF QSPQFSUJFT PG UIJT BTTJHONFOU 

5ýúĄćúĂ Ǡ�� <�> -FU ৩ CF B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO
SJOH� -FU ʍ CF UIF BTTJHONFOU TFOEJOH UIF FRVJWBMFODF
DMBTT PG B nBU SJOH FQJNPSQIJTN ৷ӓ ৩ ݓ ৪ UP UIF
TVQQPSU PG UIF TVCDBUFHPSZ PG ৩�NPEVMFT  TVDI UIBU Դ৩ ৪ > 1� 5IFO�

�� ʍ JT BO JOKFDUJWF BTTJHONFOU�

�� 5IF JNBHF PG ʍ JT DPOUBJOFE JO UIF TFU PG
TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFUT PG aT2+)৩* XIPTF
NJOJNBM FMFNFOUT IBWF IFJHIU BU NPTU 2�

�� *G E/BK)৩* ԁ 2 PS JG ৩ JT SFHVMBS UIFO ʍ JO�
EVDFT B CJKFDUJPO CFUXFFO nBU SJOH FQJNPSQIJTNT
VQ UP FRVJWBMFODF BOE TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFUT
PG aT2+)৩* XIPTF NJOJNBM FMFNFOUT IBWF IFJHIU BU
NPTU 2�

3FDBMM UIBU UIF DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO SFHVMBS SJOHT
BSF QSFDJTFMZ UIPTF PG mOJUF HMPCBM EJNFOTJPO� (FPNFU�
SJDBMMZ SFHVMBSJUZ DBO CF JOUFSQSFUFE BT UIF TNPPUIOFTT
PG UIF DPSSFTQPOEJOH BôOF TDIFNF� *U JT BMXBZT QPTTJ�
CMF UP EFTDSJCF UIF JNBHF PG ʍ BOE UIF BTTVNQUJPOT JO
QPJOU 	�
 PG UIF UIFPSFN DBO CF TJHOJmDBOUMZ SFMBYFE �
BMM PG UIJT BU UIF FYQFOTF PG SFRVJSJOH TPNF NPSF UFDI�
OJDBM UPPMT 	<�>
� 5IF GPMMPXJOH DPSPMMBSZ DIBSBDUFSJTFT
DPNQMFUFMZ UIF TVQQPSU PG FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFDUJWF
TVCDBUFHPSJFT VOEFS UIF TBNF BTTVNQUJPOT BT JO 	�
 BCPWF�
5IJT GPMMPXT GSPN UIF GBDU UIBU UIJT TVQQPSU XJMM CF UIF
DPNQMFNFOU PG UIF TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFU BSJTJOH
UISPVHI ʍ�

$ĄćĄāāöćĎ ǡ�� <�> -FU ৩ CF B DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO
SJOH BOE TVQQPTF UIBU ৩ FJUIFS IBT ,SVMM EJNFOTJPO BU
NPTU POF PS JT B SFHVMBS SJOH� 5IFO UIF BTTJHONFOU PG
TVQQPSU FTUBCMJTIFT B CJKFDUJPO CFUXFFO

�� FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSJFT PG
JQ/)৩*�

�� TVCTFUT PG aT2+)৩* XIPTF DPNQMFNFOU JT
TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE BOE UIF NJOJNBM QSJNFT PG
UIF DPNQMFNFOU IBWF IFJHIU BU NPTU POF�

3úĂöćĀ ǜ�� /PUF UIBU GPS DPNNVUBUJWF OPFUIFSJBO
SJOHT PG ,SVMM EJNFOTJPO BU NPTU POF UIF BTTVNQUJPO
PO UIF IFJHIU PG NJOJNBM QSJNFT JO UIF TQFDJBMJTBUJPO�
DMPTFE TVCTFUT JT BVUPNBUJDBMMZ GVMmMMFE� 5IFSFGPSF JG৩ IBT ,SVMM EJNFOTJPO BU NPTU POF UIFSF JT B CJ�
KFDUJPO CFUXFFO nBU SJOH FQJNPSQIJTNT VQ UP FRVJWB�
MFODF 	PS FYUFOTJPO�DMPTFE CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSJFT
 BOE
TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVCTFUT PG aT2+)৩*�

&čöĂąāú Ǣ�� 8F HJWF B DPNQMFUF MJTU PG nBU SJOH FQJ�
NPSQIJTNT 	VQ UP FRVJWBMFODF
 TUBSUJOH JO І� 4VDI
SJOH FQJNPSQIJTNT BSF DMBTTJmFE CZ TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE
TVCTFUT PG aT2+)І* BOE UIFTF BSF� Ң FMFNFOUT PGੇ )J�t)І** 	UIF QPXFS TFU PG NBYJNBM JEFBMT PG І
 BOE
aT2+)І*�

�� -FU VT DPOTJEFS UIF mSTU TQFDJBMJTBUJPO�DMPTFE TVC�
TFU ৭ > Ң� 5IF DPSSFTQPOEJOH FYUFOTJPO�DMPTFE
CJSFnFDUJWF TVCDBUFHPSZ Ѝ NVTU CF TVQQPSUFE PO
aT2+)І* ࡒ ৭ > aT2+)І*� 5IFSFGPSF XF IBWF Ѝ >
JQ/)І* BOE UIF BTTPDJBUFE nBU SJOH FQJNPSQIJTN
	VQ UP FRVJWBMFODF
 JT UIF JEFOUJUZ PO І�

�� -FU ৭ CF UIF TFU PG QSJNF JEFBMT EFUFSNJOFE CZ B
TVCTFU PG QSJNF OBUVSBM OVNCFST ১� 5IF BTTPDJBUFE
nBU SJOH FQJNPSQIJTN DBO CF DIFDLFE UP CF 	VQ UP
FRVJWBMFODF
 UIF NBQ

৷১ ӓ І ݓ І\১ ү2^
XIFSF І\১ ү2^ DBO CF JEFOUJmFE XJUI UIF TVCSJOH
PG Ѐ DPOTJTUJOH PG UIF GSBDUJPOT ৲0৳ TVDI UIBU ৳ IBT
OP QSJNF GBDUPST XIJDI BSF OPU JO UIF TFU ১ BOE৷১)ਂ* > ਂ02�

�� 'JOBMMZ MFU ৭ CF aT2+)І*� 4JODF JUT DPNQMFNFOU
JT FNQUZ UIF nBU SJOH FQJNPSQIJTN 	VQ UP FRVJW�
BMFODF
 UIBU XF BSF MPPLJOH GPS JT UIF USJWJBM POF�৷ӓ І ݓ 1�

5IF TJUVBUJPO EFTDSJCFE JO UIF FYBNQMF BCPWF JT FY�
USFNFMZ OJDF BOE OPU BU BMM UZQJDBM� *O UIJT DBTF XF XFSF
BCMF UP EFTDSJCF BMM nBU SJOH FQJNPSQIJTNT BT SJOHT PG GSBD�
UJPOT CVU JO HFOFSBM XF NBZ OFFE NPSF SPCVTU MPDBMJTB�
UJPO UFDIOJRVFT� 5IJT JT FYQMPSFE JO EFUBJM JO <�>�

3úûúćúăøúĈ

<�> -� "ăüúāúćþ )Ĳüúā '� .öćĀĈ +� ½ȨĄċģǽúĀ 3�
5öĀöýöĈýþ BOE +� 7þĉĩćþö 'MBU SJOH FQJNPSQIJTNT
BOE VOJWFSTBM MPDBMJTBUJPOT PG DPNNVUBUJWF SJOHT QSFQSJOU
	����
 BS9JW������������

<�> %� #úăĈĄă 4�#� *Ďúăüöć )� ,ćöĊĈú -PDBM DP�
IPNPMPHZ BOE TVQQPSU GPS USJBOHVMBUFE DBUFHPSJFT
"OO� 4DJ� ¯D� /PSN� 4VQÌS� �� 	����
 ���o����

<�> %� &þĈúă÷Ċù $PNNVUBUJWF "MHFCSB XJUI B WJFX
UPXBSE BMHFCSBJD HFPNFUSZ (SBEVBUF 5FYUT JO
.BUIFNBUJDT ��� 4QSJOHFS�7FSMBH /FX :PSL
�����

<�> 1� (ö÷ćþúā %FT $BUÌHPSJFT "CFMJÌOOFT #VMM� 4PD�
.BUI� 'SBODF �� 	����
 ���o����

�
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<�> 1� (ö÷ćþúā +� ùú āö 1úħö 2VPUJFOUT PG SFQSFTFOUBUJPO�
mOJUF BMHFCSBT $PNN� "MHFCSB �� 	����
 OP� ���
���o����

<�> 8� (úþüāú )� -úăďþăü 1FSQFOEJDVMBS DBUFHPSJFT XJUI
BQQMJDBUJPOT UP SFQSFTFOUBUJPOT BOE TIFBWFT +� "MHFCSB
��� 	����
 OP� � ���o����

<�> .� )ĄøýĈĉúć 1SJNF JEFBM TUSVDUVSF JO DPNNVUBUJWF
SJOHT 5SBOT� "NFS� .BUI� 4PD� ��� 	����
 ��o���

<�> *� ,öąāöăĈĀĎ$PNNVUBUJWF SJOHT 5IF 6OJWFSTJUZ PG
$IJDBHP 1SFTT �����

<�> #� 4ĉúăĈĉćĮĂ 3JOHT PG RVPUJFOUT 4QSJOHFS�7FSMBH
�����

�

Editor-in-Chief
Jorge Milhazes de Freitas (jmfreita@fc.up.pt)

Editorial Board
Assis Azevedo (assis@math.uminho.pt)
António Fernandes* (amfern@math.tecnico.ulisboa.pt)
Carlos Florentino (caflorentino@fc.ul.pt)
Jorge Rocha (jrocha@fc.up.pt)

*Responsible for the production and graphic design of the bulletin

Address
Departamento de Matemática
Faculdade de Ciências da Universidade do Porto
Rua do Campo Alegre, 687
4169-007 Porto
Portugal

The CIM Bulletin is published once a year. Material intended for publication should be sent to one of the editors. 
The Bulletin is available at www.cim.pt. The CIM acknowledges the financial support of FCT–Fundação para a Ciência 
e Tecnologia.

CIM Bulletin December 2019.41 37


