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Capitolo 1
Introduzione

Capire come le caratteristiche di un materiale a scala microscopica possa-
no influenzare il comportamento di un corpo o una struttura considerata nel
suo insieme risulta di fondamentale importanza in ambito scientifico. Tale
comprensione e di maggiore interesse nell’ambito dei materiali compositi i
quali, al giorno d’oggi, trovano diverse utilizzazioni in numerosi campi tecno-
logici: dalla nanoelettronica alle tecnologie metallurgiche e ai supercondut-
tori e alla diagnostica medica. Tali materiali trovano inoltre applicazioni nel
campo delle nanotecnologie e questo presuppone un loro utilizzo a diversi tipi
di scala: macroscopica, microscopica e atomistica. Dopo una prima analisi
delle caratteristiche generali e di alcuni materiali compositi in particolare,
nasce l'esigenza di dover studiare il loro comportamento tenendo conto delle
informazioni che provengono dalle scali inferiori. Cio richiede di considera-
re anche il passaggio tra le varie scale spingendosi fino a quella atomistica.
Servono quindi le modalita di interfaccia tra una modello basato sulla teo-
ria del continuo ad uno basato sulla teoria della dinamica molecolare (MD).
Entrambe le scale presentano poi delle limitazioni: problemi di singolarita
matematica per quanto riguarda il continuo e problemi di costi computazio-
nali troppo elevati per quanto riguarda la MD. I metodi che permettono tale
accoppiamento prendono il nome di Multiscale material modelling.

Si presenta quindi una panoramica sull’evoluzione che questi metodi han-
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no avuto nel corso degli anni e dei vari ambiti di applicazione in cui sono
stati impiegati. La letteratura a riguardo, sebbene molto ampia, non risulta
pero altrettanto chiara in quanto spesso non vi € un’univoca identificazio-
ne di tali metodi. Nonostante cio, si e definita una classificazione dei vari
modelli multiscala dividendoli secondo due approcci. Il primo Information-
Passing Multiscale Approach o Hierarchical Approach implica una risoluzione
sequenziale dei due domini, partendo da quello alla scala minore. Il secondo
approccio, definito Concurrent nella maggior parte della documentazione, o
Embedded, Integrated, Hand-Shaking, risolve simultaneamente il dominio con-
tinuo e quello atomistico mediante I'introduzione di un appropriato modello
tra le differenti scale. A partire da questa classificazione vengono trattati,
seppur brevemente, i principali metodi che afferiscono alle due categorie.
Considerando quindi lunghezze di scale differenti risulta opportuno soffer-
marci sulle caratteristiche che ne sono alla base.

Si definiscono pertanto le basi teoriche della dinamica molecolare (MD)
definendo le equazioni del moto secondo una formulazione Lagrangiana e tra-
mite le equazioni di Hamilton. Vengono quindi presentati dapprima alcuni
concetti fondamentali come l'introduzione delle condizioni periodiche al con-
torno, il principo della minima immagine, etc, per poi identificare ’algoritmo
di Verlet e il Predictor-Corrector come integratori numerici per la risoluzione
delle equazioni del moto. Si introducono in seguito due tipi di potenziali
interatomici: Lennard-Jones (LJ) e Tight-Binding (TB). Mediante lo svilup-
po di quest’ultimo si sono eseguite applicazioni volte a migliorare I’efficienza
computazionale del sistema tramite l'introduzione delle liste di Verlet e delle
Linked Cell. Ulteriori applicazioni, relative a tale ambito riguardano lo svi-
luppo della funzione di correlazione a coppie e al termostato di Andersen.

Analogamente si definiscono, seppur brevemente, le equazioni base che
regolano la meccanica del continuo: equazione di conservazione della massa,
dell’energia, del momento lineare e angolare, equazione di equilibrio, equa-
zioni costitutive, equazioni al contorno e condizioni iniziali. Tale trattazione

viene effettuata seguendo la formulazione lagrangiana totale (total Lagran-



gian formulation). Si prosegue quindi con un rapido accenno al metodo degli
elementi finiti per poter introdurre il concetto di funzioni di forma. Esse in-
fatti entrano in gioco nella definizione delle equazioni del continuo e, quindi,
anche nella zona di interfaccia nel metodo multiscala considerato. In partico-
lare si definiscono in coordinate locali funzioni di forma lineari, quadratiche
e cubiche.

Avendo quindi a disposizione le basi teoriche di entrambe le discipline € pos-
sibile descrivere nel dettaglio il metodo multiscala che e stato studiato: Brid-
ging Domain Coupling Method. Tale metodo prevede 'accoppimento tra il
dominio continuo e quello atomistico tramite una regione di sovrapposizione
in cui gli spostamenti atomici devono conformarsi agli spostamenti del mo-
dello continuo in corrispondenza della stessa posizione atomica. Le equazioni
del moto, definite in termini dell’Hamiltoniano, vengono risolte per entrambi
i domini mediante il Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange.

Si e quindi analizzata la dipendenza della modalita’ di propagazione del cam-
po di spostamento attraverso l'interfaccia, dapprima in funzione della sua
forma e succesivamente in funzione della dipendenza spaziale. In entrambe
le situazioni e stato considerato un dominio atomistico comprendente alcune
migliaia di atomi e centinaia di nodi. Grazie al fatto di poter considerare una
regione abbastanza estesa di dinamica molecolare ¢ stato possibile, per quan-
to riguarda il primo punto, studiare la propagazione di un’onda sinusoidale
semplice all’aumentare del numero dei periodi e al variare della lunghezza
dell’onda stessa. In secondo luogo sono state analizzate le modalita con cui
queste onde si propagano tra i due domini al variare delle funzioni di forma.
Entrambe le applicazioni considerano differenti spessori della zona di sovrap-
posizione.

Concludendo, 'obiettivo di questo lavoro e quello di fornire le basi per uno
strumento metodologico con il quale trasferire, in modo adeguato, attraverso
la zona di sovrapposizione, un campo di spostamenti dal dominio atomistico
a quello continuo. Volendo quindi fornire uno strumento di tipo metodo-

logico e stato necessario affrontare nel dettaglio le basi teoriche dei domini



Introduzione 4

considerati. Questo per permettere a utenti di diverse discipline di poter

apprendere, utilizzare e magari migliorare tale strumento.



Capitolo 2

Il progresso nel campo dei
nuovil materiali e 1 modelli

multiscala

Il capitolo introduce i materiali ad elevate prestazioni mediante 1’analisi
dei fattori che ne hanno permesso, negli ultimi anni, un notevole sviluppo. A
questa classe appartengono i materiali compositi di cui vengono delineate le
caratteristiche generali per focalizzarsi poi su alcuni di essi. Le caratteristi-
che di questi materiali a livello macroscopico, intendendo con questo termine
la scala nella quale usualmente vengono eseguiti i calcoli strutturali, dipen-
dono fortemente dalle caratteristiche dei componenti a livelli inferiori di scala
(micro, nano). Nasce quindi l'esigenza di dover tener conto di informazioni
che provengono dalle scale inferiori. Questo richiede anche di includere il
passaggio da una scala nanometrica a una microscopica, ossia da una model-
lo basato sulla teoria del continuo ad uno atomistico mediante simulazioni
di dinamica molecolare (MD) in quanto é oggi impensabile eseguire i calcoli
strutturali alla scala piu piccola. I metodi che permettono tale accoppiamen-
to prendono il nome di Multiscale material modelling. 11 capitolo si conclude
con gli obiettivi di tale lavoro, in particolare sulla necessita di definire il com-

portamento del modello mediante la propagazionne di un’onda nella regione
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di collegamento tra i due domini.

2.1 Materiali ad elevate prestazioni

Il continuo progresso delle conoscenze nel campo della tecnologia ed in-
gegneria dei materiali ha reso possibile lo sviluppo di prodotti che hanno un
impatto positivo sulla competitivita economica, sulla sicurezza, sulla qualita
della vita e dell’ambiente. Sebbene il pubblico in generale tenda a recepire
simili progressi solo nel contesto di nuovi dispositivi di consumo, 'industria
dei materiali compie continui miglioramenti che interessano un ampio campo
di settori produttivi.

Questo processo e reso possibile dal fatto che, negli utlimi decenni, gli stru-
menti disponibili hanno permesso uno studio piu accurato della sintesi di
materiali a livello nanoscopico. Da un lato, nuovi metodi analitici hanno
permesso di indagare le strutture dei materiali fino a scale dell’ordine dei
nanometri, dall’altro nuovi dispositivi informatici hanno ampliato le poten-
zialita per modellare sistemi piu complessi.

Tali conoscenze di base trovano applicazione per lo studio di questi materiali
i quali presentano una combinazione di notevoli proprieta: una perfetta di-
stribuzione strutturale, bassa densita, alta rigidezza e durezza ed eccellenti
proprieta elettroniche. Le incredibili caratteristiche che tali materiali ci of-
frono e la possibilita di adattare i materiali a specifiche applicazioni hanno
pertanto stimolato largamente le attivita di ricerca sia in ambito scientifico
che ingegneristico. Come risultato possono trovare uso in molteplici appli-
cazioni nell’ambito dei materiali fibrorinforzati, della nanoelettronica, della
diagnostica medica e in altri ambiti specifici. Le tecnologie di questi materiali

avanzati permettono:

e di assemblare materiali metallici, ceramici, polimerici o ibridi in prodot-
ti a forma quasi finita conservando o conferendo proprieta controllate a
livello nanometrico o micrometrico. Entrano in questa categoria tutte

le tecnologie per la realizzazione di prodotti per i quali non e sostanzial-
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mente possibile la modifica della forma dopo la fabbricazione, e quindi
le tecnologie per materiali ceramici ad alte prestazioni e le tecnologie
per prodotti ceramici industriali e del cemento. L’ambiente di utiliz-
zo determina le singole applicazioni (trasporti, costruzioni, ambiente,

salute, sistemi di produzione, energetica, agroalimentare).

e di fabbricare prodotti (essenzialmente metallici) da sottoporre a suc-
cessive trasformazioni, aventi proprieta controllabili dalle dimensioni
micrometriche o submicrometriche in grado di conservare o modifica-
re a specifica le proprieta durante i successivi cicli di trasformazione.
Entrano in gioco in questa categoria le tecnologie metallurgiche e le tec-
nologie dei superconduttori. Anche in questo caso I’ambiente di utilizzo

determina le singole specializzazioni.

e di utilizzare i prodotti delle due tecnologie precedenti come semiprodot-

ti per la realizzazione di beni o processi di scala dimensionale maggiore.

e di riutilizzare i materiali provenienti come scarti dei cicli di lavorazione

o dai beni al termine della vita utile di esercizio.

2.2 Materiali compositi

Con il termine materiali compositi si puo indicare una serie molto vasta di
materiali cosituiti da una miscela eterofase, naturale o artificiale. Tuttavia la
letteratura scientifica ha ristretto la definizione di compositi ad una categoria

di materiali, non naturali, che rispondono a tre requisiti:

e consistono di due o piu materiali fisicamente distinti e meccanicamente

separabili;
e vengono dispersi I'uno nell’altro in modo controllato;

e consentono di raggiungere una combinazione di proprieta che non si

puo ottenere con i singoli materiali.
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La loro scoperta si deve al grosso impegno sia economico che umano profuso
dall’industria aerospaziale nella ricerca tecnologica. In questo campo, infatti,
innumerevoli sono stati e sono gli sforzi per ottenere il miglior compromes-
so tra resistenza, peso e costo delle strutture degli aeromobili, in quanto il
raggiungimento di tale scopo permette di realizzare prestazioni altrimenti
inavvicinabili, sia in termini assoluti sia in termini di risparmio energetico,
a parita di condizioni d’impiego. Il problema della determinazione analitica
delle proprieta di materiali compositi ha interessato alcuni dei nomi piu illu-
stri degli scienziati della fine dell’ottocento come J.C. MAxwell e Lord Ray-
leigh che, rispettivamente nel 1783 e nel 1892, calcolarono la conducibilita
effettiva di compositi consistenti in una matrice con una certa distribuzione
di particelle sferiche. L’analisi delle proprieta meccaniche dei materiali com-
positi ebbe probabilmente origine con una pubblicazione di Albert Einstein
nel 1906 in cui egli calcolo la viscosita effettiva di un fluido contenente una
piccola quantita di particelle rigide di forma sferica. Fino al 1960 circa, gli
studiosi si dedicarono essenzialmente a problemi riguardanti compositi con
comportamento macroscopicamente isotropico. In questo periodo tuttavia
una vera tecnologia dei materiali compositi non esisteva ancora. Essa co-
mincio ad emergere negli anni successivi con I’avvento dei moderni compositi
fibrosi consistenti in fibre allineate molto rigide e resistenti ed in seguito si
e diffusa grazie all’avvento della meccanica computazionale. In generale
i materiali compositi sono costituiti da una fase continua matrice in cui e
dispersa una fase discontinua costituita da particelle o fibre.

I compositi particellari sono ottenuti aggiungendo delle particelle ad una ma-
trice polimerica, metallica o ceramica, con lo scopo di aumentare particolari
caratteristiche elettriche, termiche, magnetiche, di resitenza all’abrasione, al-
I'usura o all'impatto; tuttavia non portano ad un aumento della resistenza a
trazione. I composti piu diffusi sono quelli ottenuti con fibre le quali hanno
la funzione di conferire al materiale composito elevata rigidita, resitenza a
trazione e ad aumentare il modulo elastico; la matrice invece ha il compi-

to di fungere da legante conferendo continuita al materiale, consentendo la
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trasmissione e la ripartizione delle sollecitazioni e, infine, proteggendo le fi-
bre dall’agressivita dell’ambiente esterno. Le fibre possono essere continue,
e quindi estendersi per tutta la lunghezza del composto, oppure discontinue
ed orientate preferibilmente lungo una determinata direzione in modo da

conferire al materiale un comportamento anisotropo.

2.2.1 Proprieta dei compositi

Per valutare le proprieta dei compositi € necessario conoscere le proprieta
dei materiali che li costituiscono e la geometria del sistema (concentrazione,
dimensioni, forma, distribuzione e orientamento delle fibre). Alcune proprieta
sono legate alle corrispondenti regole delle miscele.

E’ ad esempio il caso della densita del composto p. che ¢ uguale alla media

pesata rispetto alla frazione volumetrica delle densita dei suoi costituenti:

pc:fm'pm+ff'pf

dove ff e f,,=1-f; sono rispettivamente la frazione volumetrica delle fibre e
della matrice. Nel caso di fibre continue e unidirezionali anche la conducibilita
elettrica e termica nella direzione delle fibre possono essere valutate in modo

analogo secondo:

Uc:fm'am+ff'af

dove K e o sono rispettivamente la conducibilita termica ed elettrica. Spesso
queste ultime due grandezze sono differenti per diversi ordini di grandezza
tra la matrice e la fibra per cui il flusso termico o la corrente elettrica pas-
sano di fatto solo nella fase piu conduttiva. Nel caso di fibre discontinue e
non unidirezionali questa semplice regola non ¢ pit applicabile. In materiali
compositi con fibre polimeriche la conducibilita elettrica e piu bassa e di-
pende dalla lunghezza delle fibre, dalla frazione di volume delle fibre e dalla

vicinanza di queste ultime tra di loro.
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Per quanto riguarda il modulo elastico del composto E. la media pesata
Ee)| = fm - Em + fr - By

vale solo nella direzione in cui le fibre (continue) sono allineate e nel caso
in cui sia la matrice che le fibre operino nel campo elastico. In effetti, come
riportato in Figura (2.1), aumentando la sollecitazione, queste condizioni non
risultano rispettate dalla matrice che si deforma plasticamente e, quindi, non
contribuisce piu a conferire rigidita al composito per cui il modulo elastico

puod essere espresso come:
E =1 Ey

Quando la sollecitazione agisce perpendicolarmente alle fibre, ciascun com-

i

7

I E, = f/E;

Stress

LEc, = fmEm+ fEf

Strain

Figura 2.1: Diagramma tensione-deformazione per un composito fibrorinforzato.
Alle basse tensioni (regione I) il modulo elastico ¢ calcolato mediante la regola delle
miscele. Per tensioni maggiori (regione IT) la matrice si deforma e la relazione non

puo essere applicata [4].

ponente agisce indipendentemente dall’altro e si puo ricavare, in campo

elastico, la relazione:

1/EC,J_ = fm/Em + ff/Ef
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Altra caratteristica di notevole importanza e le resistenza a trazione del
composto fibro-rinforzato TS, la quale dipende dal legame tra le fibre e la
matrice. Questa ¢ espressa, per un composto contenente fibre continue e tra

loro parallele da
TSC = ff'TSf+fm'Um

dove T'S; ¢ la resistenza a trazione della fibra e o, ¢ la tensione che agisce
sulla matrice quando il composto & deformato in un punto in corrispondenza
della frattura della fibra; cioe la o,, non ¢ la reale resistenza a trazione della

matrice.

2.2.2 Caratteristiche delle fibre

Per quanto riguarda la resistenza meccanica del composto non vale piu la

semplice regola delle miscele, ma si devono considerare anche caratteristiche
delle fibre diverse dalla loro resistenza meccanica (le dimensioni, la forma,
I'orientazione, il contenuto e la loro adesione alla matrice). Le fibre possono
essere corte, lunghe o continue e le loro dimensioni sono spesso caratterizzate
dal rapporto [/d dove [ ¢ la lunghezza della fibra e d il suo diametro; maggiore
e questo rapporto e piu elevata sara la resistenza del composito [4]. Tipiche
fibre hanno diametri che variano tra 10 um a 150 pm.
E noto che la resistenza a trazione di una fibra aumenta al diminuire del suo
diametro Figura (2.2) . Utilizzando delle fibre, anche con materiali fragili si
possono ottenere resistenze a trazione molto maggiori di quelle dell’acciaio
Tabella (2.1).

Il motivo principale ¢ da ricercare nella riduzione del numero e delle di-
mensioni dei difetti superficiali. I valori piu elevati di resistenza a trazione si
possono raggiungere con i whiskers, sottilissimi monocristalli con un rapporto
lunghezza/diametro molto elevato in quanto, avendo un diametro piccolissi-
mo, hanno una struttura praticamente perfettta e sono esenti da difetti. La

resistenza del composito dipende, pero, anche dalla possibilita della matrice
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Materiale Densita Modulo Resistenza a

elastico a trazione

(Kg/m3) (GPa) (GPa)

Fibre di carbonio 1750 250 2,7
Fibre di Kevlar 49 1450 130 2,7
Fibre di vetro E 2600 73 3,4
Laminette di mica 2000 170 3,0
Acciaio di carbonio 7800 210 0,4-2

Tabella 2.1: Caratteristiche di alcuni materiali di rinforzo e confronto con gli

acciai [4].

di trasferire le sollecitazioni alla fibra attraverso la loro interfaccia. Il carico
trasmesso, che e nullo all’estremita della fibra, aumenta quando ci si sposta
verso il suo interno. Quindi all’aumentare della lunghezza delle fibre miglio-
rano le proprieta meccaniche del composito. D’altra parte fibre molto lunghe
possono rendere difficile la lavorazione del composito, per cui si deve raggiun-
gere un compromesso. Si puo dimostrare che esiste una lunghezza critica 1.,
Equazione (2.1), la quale dipende oltre che dalla geometria della fibra, anche
dalla resistenza allo scorrimento dell’accoppiamento fibra-matrice. TS ¢ la
resistenza della fibra e 7; ¢ la resistenza del legame tra la fibra e la matrice o

la tensione alla quale la matrice inizia a deformarsi:

| = L3rd (2.1)

27—1’

Se la lunghezza della fibra & molto maggiore della lunghezza critica (in genere
1 > 151.) gli effetti alle estremita della fibra stessa possono essere trascurati e
la fibra viene considerata come se fosse continua. La resistenza del composto

[4] puo essere stimata da:

2

Oc = ffTSf (1 - 2_1) +fm0m

dove o, € la tensione sulla matrice quando si rompe la fibra.

Nella maggior parte dei compositi le fibre sono resistenti, dure ma leggere
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Resistenza
atrazione 4000 -
(MPa)

3000

2000 —

1000 -

v

0 5 10 15 20
Diametro delle fibre (um)

Figura 2.2: Resistenza a trazione di fibre di vetro in funzione del diametro [1].

e, se il materiale deve essere usato ad alte temperature, hanno anche un
elevato punto di fusione. Per definire quindi le caratteristiche meccaniche di
tali composti si fa riferimento a due parametri. Il primo ¢ il modulo specifico
(specific modulus) definito dal rapporto tra il modulo di Young E e la densita
p del materiale; il secondo ¢ la resistenza specifica (specific strength) definita

come rapporto tra la resistenza a trazione T'S e la densita p del materiale.

E
speci fic modulus = —

speci fic strength = T—S
Nella Figura (2.4) e nella Tabella riportata in Figura (2.3) a pagina seguente
sono riportate le proprieta di alcuni tipi di fibre. E da notare che un piu alto
modulo specifico si ritrova in materiali che hanno un basso numero atomico e
presenza di legami covalenti come il boro e il carbonio. Questi due materiali
hanno inoltre elevato punto di fusione ed elevata resistenza.

Nonostante i numerosi vantaggi che presentano tali materiali bisogna
considerare anche alcune loro limitazioni. Prima di tutto l’elevato costo

di fabbricazione che sara forse abbassato in futuro grazie a nuove tecniche



Il progresso nel campo dei nuovi materiali e i modelli multiscala 14
Tensile  Modulus of Melting Specific Specific
Density  Strength  Elasticity =~ Temperature = Modulus Strength
Material (g/em®) (ksi) (x 108 psi) (c) (x107 in.) (%108 in.)
Polymers:
Kevlar™ 1.44 650 18.0 500 34.7 125
Nylon 1.14 120 0.4 249 1.0 29
Polyethylene 0.97 480 250 147 7.1 18.7
Metals:
Be 1.83 185 44.0 1277 175 2.8
Boron 2.36 500 55.0 2030 64.7 47
W 19.40 580 59.0 3410 8.5 0.8
Glass:
E-glass 2.55 500 105 <1725 11.4 5.6
S-glass 250 650 12.6 <1725 14.0 42
Carbon:
HS (high strength) 175 820 40.0 3700 63.5 13.0
HM (high modulus) 1.90 270 77.0 3700 112.0 39
Ceramics:
Al,O3 395 300 55.0 2015 388 2.1
B4C 2.36 330 70.0 2450 82.4 39
SiC 3.00 570 70.0 2700 473 53
Zr0; 4.84 300 50.0 2677 28.6 17
Whiskers:
Al>O3 3.96 3000 62.0 1982 434 210
Gr 7.20 1290 35.0 1890 134 4.9
Graphite 1.66 3000 102.0 3700 170.0 50.2
SiC 3.18 3000 70.0 2700 60.8 26.2
SigNy 3.18 2000 56.0 47 .8 17.5
oy B Ib
1@ = 0.0361 3

Figura 2.3: Si ricorda che kdi=6.894 MPa, psi=6.894E+3 Pa, in=25.4 mm [4].
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Figura 2.4: Confronto della resistenza e modulo specifico di fibre metalliche o

polimeriche [4].

di lavorazione e di fabbricazione. In secondo luogo da un punto di vista
meccanico e piu difficile definire la struttura di un composito da quella di
un semplice metallo dato che, a differenza di questi ultimi, presentano un
comportamento isotropico. Le proprieta non sono pertanto uguali nelle varie
direzioni e cio comporta un elevato numero di parametri nella definizione
del materiale che si ripercuote in una maggior complessita computazionale e
sperimentale. Inoltre la riparazione dei compositi non € un processo semplice
in confronto a quello dei metalli dato che, talvolta, alcune cricche possono

non essere identificate.

2.2.3 Classificazione dei materiali compositi

I materiali compositi possono essere classificati in base alla geometria e
forma del rinforzo: fibre, particelle sferiche, elementi molto sottili denomi-
nati flakes o dal tipo di matrice: metallica, ceramica, polimerica o a base di

carbonio.
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Compositi a matrice metallica (MMCs). Questi materiali, rinfor-
zati da fibre metalliche o ceramiche forniscono una buona resistenza alle alte
temperature. Presentano inoltre migliori proprieta elastiche, una piu alta
conduttivita termica ed elettrica, insensitivita all'umidita e una migliore re-
sistenza all’usura e alla fatica. Solitamente la matrice metallica e in alluminio
e talvolta in magnesio o titanio rinforzata con fibre di carbonio e carburo di
silicio. I metalli vengono rinforzati soprattutto per aumentare o ridurre al-
cune loro proprieta in modo da adattarsi ai bisogni della progettazione. In
presenza di determinate fibre alcuni metalli mostrano una diminuzione della
duttilita e della resistenza alla frattura; nel caso dell’alluminio la presenza di
whiskers di carburo di silicio porta ad una riduzione della densita del 10%
mentre la presenza di fibre di silicio riduce di circa il 50% la resistenza alla
frattura. Si riportano alcune caratteristiche in Tabella (2.2).

In Figura (2.5) invece si confrontano il modulo e la resistenza specifica di

Proprieta Unita di SiC/ Graffite/ Acciaio Alluminio
misura alluminio alluminio

Modulo di Young GPa 117.2 124.1 206.8 68.95

Resistenza ultima MPa 1206 448.2 648.1 234.40

a trazione

Coefliciente di pm/m/ °C 12.4 18 11.7 23

espansione termica

Tabella 2.2: Proprieta meccaniche di alcuni compositi a matrice metallica [2].

alcuni compositi con quella di metalli e polimeri. Da notare che questi valori
sono inferiori di quelli della Figura (2.4) in quanto ora stiamo considerando
I'intero composito e non solamente le fibre.

L’utilizzo di questi materiali trova spazio in molteplici applicazioni. Sono
impiegati nella realizzazione di tubi in boro/alluminio per sostenere 'intela-
iatura della fusoliera nelle navicelle spaziali in quanto grazie alla loro bassa

conduttivita termica riducono i requisiti di isolamento termico. I motori a
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Figura 2.5: Confronto della resistenza specifica e modulo specifico di materiali

compositi con metalli e polimeri [4].

reazione permettono di operare piu efficientemente se rinforzati con fibre me-
talliche (tungsteno) o ceramiche (SiC o B4N) in quanto sono resistenti anche
ad alte temperature. In maniera analoga il titanio rinforzato con fibre di SiC
viene utilizzato nelle pale e nei dischi delle turbine. In ambito meccanico
sono impiegati nei motori delle automobili perche sono piu leggeri rispetto ai

metalli o perche permettono di rinforzare i pistoni in alcuni motori diesel.

Compositi a matrice ceramica (CCMs). Questi materiali hanno una
matrice ceramica ottenuta con ’allumina o con silicati di alluminio rinforzati
da fibre di carbonio o carburo di silicio. I vantaggi sono ’elevata resistenza
e durezza, gli elevati limiti di temperatura di servizio !, la bassa densita e
la resistenza alla frattura. B importante sottolineare che tale caratteristica
dipende dall’assenza di deformazoni plastiche alle basse e medie temperature.
I materiali ceramici, diversamente dai metalli, non sono infatti in grado di
dissipare energia in vicinanza delle zone plastiche di fronte alla punta della

fessura. Numerosi sono i metodi che permettono di aumentare la resistenza

!Temperature limiti di servizio sono 400 °C per i polimeri, 1000 °C per i metalli e le

loro leghe, 1500 °C per i ceramici.
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alla frattura: dall’inserimento di nanoparticelle metalliche delle dimensio-
ni di 5-20 nm incorporate in una matrice ceramica policristallina in modo
da formare un collegamento duttile, all’inserimento di fibre o particelle fi-
brorinforzate costituite da fibre di carbonio o carburo di silicio Tabella (2.3).
L’unione quindi di una fibra con una matrice ceramica rende i CCMs applica-
bili in ambiti dove sono richieste elevate proprieta meccaniche e temperature

di servizio. Come per i MMC si riportano in Tabella (2.4) alcune proprieta

meccaniche.
Materiale Resistenza alla frattura (MPay/m)
Resine epossidiche 3
Leghe di alluminio 35
Carburo di Silicio 3
SiC/AlyO3 27
SiC/SiC 30

Tabella 2.3: Valori della resistenza alla frattura di alcuni compositi a matrice

ceramica [2].

Proprieta Unita di ~ SiC/LAS SiC/CAS Acciaio Alluminio
misura

Modulo di Young GPa 89.63 121 206.8 68.95

Resistenza ultima MPa 496.4 400 648.1 234.4

a trazione

Coefficiente di pm/m/ °C 3.6 4.5 11.7 23

espansione termica

Tabella 2.4: Proprieta meccaniche di alcuni compositi a matrice ceramica [2].

Compositi a matrice polimerica (PMCs)
Questi compositi sono i piu utilizzati. Sono formati da una matrice polime-
rica (resine epossidiche o poliestere), rinforzata con fibre sottili di grafite,

vetro, carbonio, etc. Le principali caratteristiche di questi materiali sono
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Proprieta Unita di Grafite/ Vetro/ Acciaio  Alluminio
misura resina epossidica resina epossidica

Modulo di Young GPa 181.0 38.6 206.8 68.95

Resistenza ultima MPa 1500 1062 648.1 275.8

a trazione

Coefficiente di pm/m/ °C 0.02 8.6 11.7 23

espansione termica

Tabella 2.5: Principali proprieta di alcuni composti a matrice polimerica e

materiali monolitici [2].

riportate in Tabella (2.5). Le fibre di vetro portano ad una maggiore resi-
stenza, elevata resistenza chimica e hanno un basso costo; cio a discapito di
un basso modulo elastico e resistenza alla fatica, ridotta aderenza ai polimeri
e sensitivita all’abrasione. Le fibre di grafite presentano invece un elevato
modulo specifico e resistenza specifica e buona resistenza alla fatica; presen-
tano invece alta conduttivita elettrica, una bassa resistenza all'impatto ed
un costo elevato. Alcune di queste caratteristiche sono riassunte in Tabella

(2.6). Tali materiali trovano applicazione in vari ambiti: da quello delle co-

Proprieta Unita di ~ Grafite Vetro Acciaio Alluminio
misura

Modulo di Young GPa 181.0 38.6 206.8 68.95

Resistenza ultima MPa 1500 1062 648.1 275.8

a trazione

Coefficiente assiale di pm/m/ °C  0.02 8.6 11.7 23

espansione termica

Tabella 2.6: Principali proprietda di alcuni composti a matrice polimerica e

materiali monolitici [2].

struzioni, a quello sportivo o aerospaziale. Nel primo si realizzano barre di
armatura o tiranti da precompressione destinati a sostituire gli elementi di

acciao oppure laminati per la fasciatura dei pilastri (cioe I'applicazione sul
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perimetro esterno dell’elemento di fascie o di tessuto che viene poi incolla-
to alla base della matrice polimerica). Essi sono stati per ora usati ancora
poco per le nuove costruzioni, ma maggiormente in sede di ripristino come
mezzo di rinforzo e/o adeguamento sismico di strutture in cemento armato o
in muratura. In ambito aerospaziale vengono utilizzati grazie alle elevate ca-
ratteristiche di resistenza e modulo specifico in presenza di grandi variazioni
di temperatura; in ambito sportivo sono invece destinati alla realizzazione di

racchette da tennis, mazze da golf e biciclette di peso molto ridotto.

Compositi intermetallici

Gli intermetallici o composti intermetallici costituiscono una nuova impor-
tante classe di materiali utili in numerosi settori grazie alle loro elevate qualita
come buone caratteristiche meccaniche, proprieta termoelettriche, magneti-
che e superconduttive. Sono per lo pitt composti di elementi metallici (due o
pit) la cui struttura cristallina e diversa da quella dei materiali di partenza.
Si formano quando la forza di legame tra atomi diversi e maggiore di quella
tra atomi della stessa specie dando origine ad un nuovo materiale con una
sua struttura cristallina, composizione e proprietd. Alcuni intermetallici e
le loro corrispondenti caratteristiche sono elencati in Tabella (2.7) mentre in
Figura (2.6) sono evidenziate alcune proprieta.

Un esempio di materiale intermetallico € il MoSiy il quale, alle alte tem-

Proprieta Compositi

Proprietda meccaniche TisAl, TiAl, NigAl, NiAl, FesAl, FeAl, MoSis, MosSiz, NbgAl
"Hydrogen storage’ LaNis, TiFe, MgoNi, TiMn;.5

"Shape memory’ TiNi

Termoelettricita Bi-Te, SiGe, CoNbg, FeSis, MgoSi, MnSis

Ferromagnetrismo SmCos, Smz(Co,Cu,Fe);7, Nd-Fe-B

Superconduttivita NbsAl, NbsSn

Tabella 2.7: Principali proprieta di alcuni composti intermetallici [3].

perature (~ 1000-1600 °C), mostra una notevole resistenza all’ossidazione
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Figura 2.6: Proprieta degli intermetallici [3].

mentre a temperature pitt basse (< 500 °C) ¢ fragile e si ossida in manie-
ra catastrofica; il fenomeno e conosciuto come ’'pesting’. Altri intermetallici
come il TizAl e il NigAl mantengono la loro resistenza e sviluppano caratteri-
stiche di duttilita utilizzabili alle alte temperature. Gli intermetallici a base
di silicio giocano un ruolo fondamentale nella microelettronica, mentre altri
come il Nb3Sn sono utili come superconduttori. Questo materiale viene pro-
dotto sotto forma di fili mediante lo schema riportato in Figura (2.7). Esso
prevede 'assemblamento di una billetta nella quale sono inseriti i precursori
del NbsSn; si processa tale billetta fino al raggiungimento delle dimensioni
desiderate. In seguito il filo viene torto e sottoposto a trattamento termico
per formare il Nb3Sn. Esso viene utilizzato per la realizzazione delle bobine

superconduttive del reattore nucleare ITER.
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Figura 2.7: Fasi della realizzazione di fili superconduttori di NbsSn.

2.3 Multiscale material modelling

Abbiamo fino ad ora considerato le caratteristiche e le varie applicazioni
che derivano da alcuni materiali compositi. Molto spesso si e fatto riferimento
a questi materiali i quali vengono utilizzati a scala nanoscopica o micrometri-
ca. Cio pone un’importante questione sulla trattazione e lo studio di questi
materiali. Mentre dal punto di vista atomico un cristallo viene considerato
come un periodico insieme di atomi uniti tra loro mediante legami, la mec-
canica del continuo lo vede come un insieme omogeneo e continuo. Da una
parte e 'atomo ad essere I'unita strutturale piu piccola, dall’altra la struttu-
ra base del cristallo ¢ idealizzata come una massa puntuale; le deformazioni
all’interno dell'unita base sono quindi ignorate. Nella nano/micro fisica que-
ste deformazioni interne devono essere considerate; pertanto la classica teoria

del continuo non puo essere piu utilizzata. E utile ricordare la ben nota teo-
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ria della frattura fragile di Griffith 2 con la quale & stato dimostrato come
il campo deformativo e tensionale diventino matematicamente singolari se ci
poniamo in vicinanza di una punta della frattura come e evidenziato in Fi-

gura (2.8) La natura della frattura fragile come anche fenomeni di creep e di

855 T T T T T T T T

45| g

Streas fleid (strain liekd)

25

2 L 1 I i
120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
d

Figura 2.8: Andamento del campo tensionale e deformativo al diminuire della di-
stanza d la quale rappresenta la distanza tra la punta di una frattura e un’eventuale

inclusione nel materiale.

fatica, inomogeneita delle deformazioni plastiche, dipendono fortemente dai
fenomeni che si sviluppano alle scale piu piccole. Dobbiamo quindi riferirci
ad una descrizione atomistica, mediante simulazioni di dinamica molecola-
re (MD), per tener conto delle effettive proprieta, di difetti o impurita del
materiale. Cio permettera di analizzare il materiale nella sua conformazione
strutturale e determinare univocamente e senza approssimazioni le sue pro-

prieta a livello locale.

2La teoria della frattura fragile descrive il comportamento della propagazione delle
fratture in un corpo considerando ’energia implicata. L’equazione stabilisce che, quando
una microfrattura riesce a propagarsi abbastanza da fratturare un solido, il guadagno in
energia superficiale ¢ uguale alla perdita dell’energia potenziale. Poiche ’energia di tensio-
ne rilasciata & direttamente proporzionale al quadrato della lunghezza della microfrattura,
soltanto quando questa & relativamente corta l’energia richiesta per espandersi supera

I’energia disponibile. Oltre la lunghezza critica di Griffith, la frattura diventa pericolosa
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Con gli strumenti computazionali a disposizione si riescono oggi a simu-
lare domini contenti alcuni milioni (10?) di atomi e tempi dell’ordine dei
picosendi. Modelli pit complessi avrebbero bisogno, per essere studiati nel-
la loro interezza, di bilioni di atomi; cifre non ancora raggiungibili per le
correnti simulazioni di MD. Da una parte quindi i concetti che regolano la
meccanica del continuo ci impediscono di spingersi a scale troppo piccole a
causa di problemi matematici, dall’altra la MD non ci permette di studiare
un intero dominio a causa di costi computazionali troppo elevati.

Risulta quindi necessario poter discretizzare 'intero corpo considerando

le classiche regole del continuo ed analizzare singole regioni ritenute piu signi-
ficative tramite uno studio a scala atomica. Per ovviare a tali problemi sono
nati negli ultimi vent’anni dei metodi denominati Multiscale material mode-
ling che permettono di accoppiare queste due discipline. Con tale termine ci
si riferisce quindi alla teoria e simulazione delle proprieta e del comportamen-
to di materiali a diverse lunghezze e tempi di scala, da quella microscopica o
nanoscopica a quella macroscopica Figura (2.9).
La possibilita di evidenziare una parte del dominio ci permettera di capire co-
me si possano riflettere a scale maggiori le proprieta del materiale soprattutto
se, a livello atomistico, siano presenti eventuali difetti. Questa conoscenza
sara a sua volta essenziale per capire, controllare e realizzare nuovi strumenti
in vari campi industriali che permetteranno lo sviluppo dei nuovi nano/micro
sistemi. Il rapido sviluppo di nanotecnologie, nanomeccanica e nanomateriali
¢ 'esempio di quanto detto.

Per la trattazione di alcuni metodi multiscala si rimanda al Capitolo 3.

2.4 Obiettivi

Si e visto come i materiali eterogenei riescono a garantire prestazioni mi-
gliori in termini di resistenza, durabilita, caratteristiche elettroniche, etc. Di
conseguenza risulta di fondamentale importanza in ambito scientifico capire

come le caratteristiche di un materiale a scala microscopica o atomistica pos-
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sano influenzare il comportamento di un corpo o una struttura considerata
nel suo insieme.

Il principale obiettivo di questo lavoro ¢ quindi poter disporre di uno

strumento metodologico che permetta di collegare i due ambiti: continuo-
molecolare. Una delle applicazioni interessanti di questo strumento e la
possibilia di studiare il comportamento o la stabilia di strutture attraver-
so tecniche non invasive di propagazione di onde ad ultrasuoni.
Si studia tale comportamento facendo riferimento a Modelli Multiscala me-
diante i quali e possibile individuare le caratteristiche dei materiali dalla scala
atomistica a quella macroscopica. Il collegamento tra il dominio molecolare e
quello continuo e svolto con un metodo multiscala che appartiene alla catego-
ria Concurrent. L’obiettivo e quindi analizzare la dipendenza della modalita’
di propagazione del campo di spostamento attraverso 'interfaccia dapprima
in funzione della sua forma e successivamente in funzione della dipendenza
spaziale. In entrambe le situazioni e stato considerato un dominio atomistico
comprendente alcune migliaia di atomi e centinaia di nodi. In particolare
il lavoro si prefigge di studiare tale propagazione al variare delle funzioni di
forma e dello spessore della zona di sovrapposizione.

Per completare il quadro generale il lavoro cerca di delineare i principali
concetti che ruotano attorno al tema: la panoramica degli aspetti base e delle
relative applicazioni delle simulazioni di dinamica molecolare, i concetti della
meccanica del continuo e la descrizione dei piu diffusi metodi di accoppia-
mento che ¢ possibile trovare in letteratura.

In ultimo va notato che tale lavoro e inserito all’interno di un progetto
di KMM-NoE N° NMP3-CT-2004-502243 (2004 - 2008), network europeo

relativo allo studio di materiali ad elevate prestazioni.
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Figura 2.9: Schema delle caratteristiche microstrutturali a diverse lunghezze di

scala [4].



Capitolo 3

Classificazione e analisi deil

principali Modelli Multiscala

Come abbiamo visto precedentemente, per poter accoppiare domini sche-
matizzati mediante diverse lunghezze di scala, dobbiamo riferirci ai Modelli
Multiscala. In questo capitolo si vuole definire in modo abbastanza chiaro
ed esauriente cosa la letteratura ci offre su tali modelli. E importante, per
capire appieno tale disciplina, conoscere ’evoluzione che questi metodi hanno
avuto nel corso degli anni e dei vari ambiti di applicazione in cui sono stati
impiegati. Nonostante la letteratura si presenti piuttosto ricca, non sempre
risulta da una rapida lettura, altrettanto chiara. Nonostante cio si e cercato
di dare una classificazione dei vari modelli multiscala dividendoli secondo
due approcci. Il primo implica una risoluzione sequenziale dei due domini,
partendo da quello alla scala minore. Il secondo si basa sulla risoluzione
simulatanea dei domini microscopici e macroscopici, nella fattispecie quel-
lo atomistico e continuo, mediante 'introduzione di un appropriato legame
tra le due scale. A partire da questa classificazione si tratteranno, seppur

brevemente, i principali metodi che afferiscono alle due categorie.

27
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3.1 Aspetti generali

Abbiamo concluso il precedente capitolo focalizzando I’attenzione sui me-
todi multiscala o meglio Multiscale Material Modelling i quali ci permettono
di accoppiare scale di diverse lunghezze utilizzando la dinamica molecolare
(MD) solamente in una regione localizzata e schematizzando I'interno corpo
mediante i concetti base della meccanica del continuo. Questo, come gia ac-
cennato nel precedente capitolo, per ridurre gli oneri computazionali derivanti
dalle simulazioni atomistiche e per descrivere adeguatamente determinate re-
gioni senza comprometterne 'accuratezza. Affacciandosi a questa disciplina
¢ oppropriato citare le parole di Albert Einstein ’the model used should be
the simplest one possible, but not simpler ([24])’; pertanto il metodo mul-
tiscala piu corretto dovra essere attentamente pesato a seconda dei casi che
si presenteranno. Per esempio nel caso di MMCs con presenza periodica di
fibre I'introduzione di scale piu piccole porta ad una migliore conoscenza del
materiale a partire dai costituenti su scala atomica mediante il metodo del-
I'omogenizzazione (Paragrafo 3.2.1).

In letteratura esistono numerosi metodi che descrivono piu o meno detta-
gliatamente il passaggio di informazioni dal dominio continuo a quello atomi-
stico. Tale abbondanza non ha tuttavia una ben definita schematizzazione.
In alcuni casi l'insieme di tali metodi viene distinto in due o talvolta tre
famiglie; in altri non si attribuisce alcuna separazione. Nonostante quindi
il panorama si presenti sotto tale aspetto e possibile identificare due ap-
procci concettualmente diversi che si sono svluppati nel corso degli anni.
Il primo, tuttora utilizzato, viene definito in letteratura come Information-
Passing Multiscale Approach [24], [12] oppure Hierarchical Approach [15],[6]
ed implica una risoluzione sequenziale dei due domini. Esso si basa sulla so-
luzione del modello alla scala atomistica ed il passaggio delle informazioni da
essa ottenute per utilizzarle poi all’interno del dominio continuo. Il secondo
approccio, definito Concurrent nella maggior parte della documentazione, o
Embedded, Integrated, Hand-Shaking, risolve simultaneamente il dominio con-

tinuo e quello atomistico mediante 1'introduzione di un appropriato modello
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che leghi le differenti scale. I vari metodi che si andranno ad analizzare si
differenzieranno quindi in base all’approssimazione della zona critica rappre-
sentata dal dominio di transizione tra le due scale. Oltre a questa principale
distinzione in [15] si fa riferimento ad un terzo approccio Multi-Scale Boun-
dary Condition piu recente rispetto ai precedenti a differenza dei quali non
risolve il modello continuo con un algoritmo di tipo esplicito.

In seguito si definiranno quali metodi appartengono alle famiglie appena evi-
denziate soffermandosi su quelli piu utilizzati o di cui la letteratura fornisce

una maggior documentazione.

3.2 Information-passing o Hierarchical Mul-

tiscale Methods

Questo approccio, usato per alcune decadi con diverse tecniche, include le

proprieta intrinseche del solido all’interno della formulazione continua. Nei
casi piu semplici costanti elastiche, coefficienti di espansione termica e al-
tre proprieta relative ai difetti nei cristalli possono essere estratti da modelli
atomistici ed utilizzati come parametri di input per definire le proprieta del
materiale nel modello continuo. Il passaggio delle informazioni dalle scale piu
piccole a quelle maggiori ¢ quindi un meccanismo potente in quanto non e
necessario unire computazionalmente metodi di diverse scale. Ciononostante
tali metodi possono essere limitati in quanto i fenomeni nelle scale mino-
ri vengono parametrizzati attraverso lo studio della semplice geometria. In
tal modo non si potra definire appieno la complessita delle deformazioni che
emergerebbero da un ipotetica trattazione puramente atomistica.
Come gia accennato, in letteratura si trovano numerosi metodi afferenti a
tale categoria; se ne riportano alcuni con riferimento a [24]. Il Generali-
zed Mathematical Homogenization (GMH); il Multiscale Enrichment based
on Partition of Unity (MEPU); I’ Heterogeneous Multiscale Method (HMM);
il Variational Multiscale Method (VMS); il Discontinuous Galerkin Method
(DG); I"Equation-Free Method (EFM); il Kinetic Monte Carlo (KMC).
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3.2.1 Generalized Mathematical Homogenization (GMH)

Questa tecnica viene utilizzata nel caso si debbano studiare materiali
compositi a struttura periodica ossia quei materiali la cui struttura e decom-
ponibile in un determinato numero di componenti o celle di periodicita. La
teoria dell’omogenizzazione si prefigge di ricavare il comportamento globa-
le di un sistema eterogeneo periodico a partire dalle proprieta elastiche dei
singoli costituenti della cella di periodicita. L’obiettivo ¢ quello di trovare
le caratteristiche elastiche di un materiale omogenizzato equivalente il cui
comportamento meccanico sia il piu vicino possibile a quello del mezzo ete-
rogeneo periodico. Con tale tecnica vengono studiati oggigiorno fili di Nb3Sn,
(Cap.2) la cui struttura periodica ¢ indicata in Figura (3.1).

Nello studio delle proprieta globali di tale materiale possono essere consi-

Figura 3.1: Esempio di filo superconduttivo costituito da NbsSn.

derate due differenti scale: una macroscopica o globale x relativa all’intera
struttura ed una microscopica o locale y, relativa alle singole celle di perio-
dicita come mostrato in Figura (3.2). Tra queste due variabili viene stabilita
la seguente correlazione:

€= y (3.1)

Il punto di partenza del metodo consiste nell’assumere che la periodicita della
struttura imponga una perturbazione periodica sulle quantita che descrivono
il comportamento meccanico del corpo. A partire da questa assunzione gli

spostamenti possono essere espressi dalla seguente relazione:

u®(x) = u’(x) +eu'(x,y) + O(e?) (3.2)
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Figura 3.2: Esempio di struttura periodica bidimensionale (riferimento

macroscopico (x1,x2) e cella di periodicita (riferimento microscopico(y1,y2)).

dove I'apice 0 indica che il campo di spostamenti puo essere interpretato come
campo globale e 'apice 1 indica la perturbazione locale incognita. Il vettore
u! viene calcolato in funzione degli spostamenti globali u® e delle funzioni di
omogenizzazione x,,(y) da:
ou?
up = () + Ci(x) (3.3)
0z,
La matrice delle funzioni x,,(y) ([32], [33]) dipende solamente dalla geometria
e dalle proprieta dei materiali della singola cella di periodicita. Analogamente

il campo delle deformazioni viene definto dalla relazione:

e°(x) = e’(x,y) +ee' (x,y) + O(e?) (3.4)
dove:
1/0u® oul 1/0u!l Oul
0 _ = i J - 7 )
ei(%.¥) = 5 (axj + aﬂ) +3 (agcj + (9362-) (3.5)
cloe:

0 (e oy L L(OW(@)  Oui@)\  1/0x(y) | O (y) duy(x)
6.A(x,y)—2 Dz, + Bz, +2 oz, + oz, oz, (3.6)
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che rappresenta la deformazione a livello locale. L’applicazione delle equazio-

ni costitutive all’Equazione (3.6) porta alla seguente definizione di tensione:

oxi(y
o (%, y) = aiju(y) <5z’p5jq + 33/(, : €pg (3.7)
J

Dalla media di (3.8) sulla cella di periodicita le effettive equazioni costitutive

possono essere dedotte da:

=Y 17 [ i) (B, — ) Y 38)

Yy
Segue poi una procedura chiamata ’recovery’ o 'unsmearing’ per dedurre
la soluzione locale da quella globale nell’intorno di un punto arbitrario nel

composito.

3.2.2 Multiscale enrichment based on the partition of

unity (MEPU)

Tale metodo € una sintesi del metodo precedente unito al Partition of Uni-
ty Method. Esso viene usato per integrare la descrizione alla scala continua
estendendo il range di applicabilita della teoria matematica dell’omogeniz-
zazione a problemi dove non si puo effettuare la separazione di scale. Senza
tale modifica nel caso di materiali non periodici la soluzione a livello del con-
tinuo puo variare rapidamente all’interno del dominio della cella unitaria e
pertanto i risultati non sarebbero attendibili.

MEPU appartiene alla categoria di metodi che impiegano una decomposizio-

ne gerarchica secondo la forma

u=nu+u (3.9)
dove u¢ e u/ sono le soluzioni alle due scale. Si ha quindi

u=> N(x)d+ ) H(x)N(x)a (3.10)

dove N sono le funzioni di forma del continuo, H(x) rappresentano delle fun-

zioni ottenute dalla soluzione della cella unitaria, d, a sono i gradi di liberta
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nodali e atomistici.

Il metodo permette quindi di trattare problemi non periodici associando di-
verse celle unitarie con diversi punti Gauss negli elementi rappresentanti il
continuo. Per ridurre il costo computazionale si e progettato uno schema
di implementazione come I’omogenizzazione. Per mezzo di questo approccio
il valore di una funzione in un punto Gauss di un elemento del continuo &
ricollocato con un valore medio calcolato su un dominio di una cella unitaria
centrata nel punto Gauss. E stato dimostrato che l'accuratezza di questo
schema ¢ dell’'ordine di O(1/n) dove n & il numero delle celle unitarie nel

dominio continuo.

3.2.3 Equation free method (EFM)

In tale metodo il problema alla scala inferiore si sviluppa su alcuni punti
campione del dominio continuo. Questi punti campione possono essere rap-
presentati da una cella unitaria atomistica. Diversamente da altri metodi il
problema a scala maggiore non e considerato noto. Quindi la soluzione viene
calcolata in due intervalli successivi alla scala piu piccola e successivamente
definita alla scala maggiore mediante u®(t) = Ru/(t) e u¢(t+dt) = Ru®(t-+dt).
Di conseguenza quest’ultima soluzione al tempo t + At (At > 6t) ¢ allora la
soluzione alla scala maggiore ottenuta grazie ad un’estrapolazione nella scala
temporale. Il metodo definisce in maniera accurata il passaggio di informa-
zioni dalla scala minore a quella maggiore, mentre cio non si pud ancora
affermare per il contrario. Solitamente il metodo viene applicato a complessi

bio-sistemi dove il comportamento alle scale pit grandi ¢ spesso sconosciuto.

3.2.4 KMC-based information-passing method

La maggior parte dei summenzionati approcci multiscala, con 'eccezione
di EFM e GMH, trattano di collegamenti tra scale spaziali. L’idea base di
questo metodo invece e la seguente.

Sia P(0;,t) la probabilita di trovare un sistema in uno stato o; al tempo ¢
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e W(o;,0 —i+1) la velocita di transizione da 0; a 0 — i+ 1. KMC & un
algoritmo che risolve la funzione di probabilita P(o;,t) tale che
opP
ot

La velocita di transizione puo essere espressa come prodotto fra una velocita

- Z(P<Ji>t)w(ai70i+l) — P(oi11, )W (0it1,04))

di tentativo e la probabilita di successo per il tentativo stesso. La velocita di

tentativo per I'evento ¢ ¢ definita dal seguente esponenziale:
ri = piexp(—E; /kgT) (3.11)

dove p; € un fattore di frequenza espresso in termini di una frequenza vibra-
zionale ed E e I'energia del sistema. Tale metodo ricade in questa categoria
in quanto sia u; che F possono essere calcolate mediante dinamica molecolare

o simulazioni di meccanica quantistica ([24]).

3.3 Concurrent Multiscale Methods

Questi metodi non sono interamente nuovi nello scenario letterario riferito
all’accoppiamento tra continuo e dominio atomistico. Gia agli inizi del 1970
si trovano lavori ([25],[26],[27]) in cui mediante la trattazione del continuo
elastico si prevedevano realistiche condizioni al contorno per regioni atomi-
stiche molto piccole. Dalle limitazioni evidenziate dall’approccio precedente
si sono sviluppati modelli in cui il comportamento di ogni scala dipende for-
temente da quello dell’altra. I dettagli derivanti da una piena simulazione
atomistica vengono definiti e conservati in una o piu regioni critiche del ma-
teriale mentre il modello continuo ¢ impiegato a descrivere le deformazioni
in zone del materiale che sono piu lontane dal comportamento atomistico.
In tal modo si evita la perdita di informazioni nel passaggio da una scala
all’altra. Tale descrizione risulta appropriata e utile in fenomeni localizzati
come in vicinanza della punta di una frattura, in fenomeni di attrito o turbo-
lenza e per studiare nano meccanismi. Nonostante questa famiglia di metodi
richieda tempi computazionali maggiori rispetto ai precedenti sono attual-

mente piu utilizzati in quanto sono in grado di risolvere zone critiche della
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scala atomistica con maggior dettaglio. Cio che caratterizza questa categoria
di metodi sono le diverse condizioni con cui si studia la zona di interfaccia
tra i due modelli matematici. Anche in questo caso, e forse in misura mag-
giore, la letteratura ci fornisce un’ampia panoramica dei vari metodi, pitt o
meno dettagliatamente. Se ne riportano alcuni con riferimento a [15] e [12].
I MAAD (Macroatomistic ab initio dynamics), il Quasi-continuum Method
(QC), CLS, FEA, CCAD, Edge-to-edge decomposition method, Overlapping

domain decomposition method

3.3.1 MAAD Method

Questo metodo, sviluppato da Broughtnon e altri [28], prende il nome dal
calcolo a tre lunghezze di scala diverse: macroscopica, atomistica e dinamica
ab 1nitio. In questo metodo tre diversi metodi computazionali, precisamente
tight-binding (TB), molecular dynamics (MD) e finite element (FE), vengono
risolti contemporaneamente per simulare la propagazione di un frattura in un
solido fragile. Il Tight binding e usato per simulare la rottura di un legame
atomico in corrispondenza della punta di un frattura; la dinamica molecola-
re & usata nella regione circostante il frattura; gli elementi finiti sono usati
in una zona molto lontana dal frattura dove il campo delle deformazioni e
generalmente omogeno. La dinamica dell’intero sistema e governata dalla
funzione dell’Hamiltoniano totale che combina gli Hamiltoniani delle tre di-
verse regioni. In questo metodo il reticolo realizzato con gli elementi finiti
viene maggiormente infittita man mano che si scende alla scala atomica.

I1 MAAD e stato applicato con buoni risultati nel caso della frattura del si-
licio, ma rimangono ancora aperte due sfide. La prima ¢ che le tre equazioni
del moto sono state integrate utilizzando lo stesso time step, ossia quello del
TB. La seconda dipende dal fatto che, per ora, ’accoppiamento tra i diver-
si domini e realizzato in modo tale che nella regione di transizione ognuno

contribuisca all’energia totale in ugual proporzione.
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3.3.2 Quasi-continuum method (QC)

Il metodo QC ¢ stato usato per studiare una vasta gamma di aspetti del-
la, deformazione nei solidi cristallini fin dalla fine degli anni novanta [10] per
subire poi varie rivisitazioni nel corso degli anni. In questo metodo una parte
del continuo viene identificata tramite una particella o cristallo rappresenta-
tivo, di raggio R¢, centrata rispetto ad un atomo (atomo rappresentativo).
La particella, formata da un insieme di atomi, viene deformata in accordo
con il campo degli spostamenti del modello continuo mentre la sua energia
e calcolata mediante un appropriato modello atomistico. In questo modo le
proprieta del modello continuo sono automaticamente introdotte in tale de-
scrizione. L’intero solido viene invece discretizzato mediante il metodo degli
elementi finiti quindi la deformazione all’interno di un elemento e ottenuta
tramite interpolazione dei corrispondenti spostamenti nodali che diventano
le incognite del problema.

In situazioni quasi statiche 1’energia viene calcolate tramite il minimo del-
la somma dell’energia dei cristalli rappresentativi e quella derivante dalla
soluzione agli elementi finiti. Ci deve quindi essere una correlazione tra il
campo degli spostamenti nel continuo e la deformazione del cristallo. Un
approccio standard e ’applicazione della legge di Cauchy-Born dove le posi-
zioni atomiche sono collegate al campo continuo tramite il gradiente locale
di deformazione F. In questo modo ogni particella di continuo e rappresen-
tata da un cristallo infinitesimo sottoposto ad una deformazione omogenea.
Tale formulazione prende il nome di ’local QC formulation’. Oltre a que-
sta in letteratura si parla anche della non-local QC formulation” dove ogni
atomo appartenente al cristallo rappresentativo subisce uno spostamento a
seconda del campo degli spostamenti del continuo nella sua posizione. Que-
sto implica che la posizione dell’atomo R,, dopo la deformazione ¢ data da
r, = R, +u(R,), dove u & lo spostamento del campo continuo.

Le due formulazioni sono equivalenti se 1’elemento e sufficientemente grande
da contenere il cristallo rappresentativo, Figura (3.3) mentre se gli elementi

sono piu piccoli del raggio Rq gli atomi contenuti nella particella rappre-
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sentativa apparteranno a diversi elementi, Figura (3.4). In generale pero la
mesh sara composta da elementi "local’ lontano dalle zone con difetti o altre
non uniformita, mentre da elementi non-local” in vicinanza di questi.

Consideriamo quindi di deformare una piccola regione attorno all’atomo

Representative Atom

Figura 3.3: Elemento locale contenente 'intero cristallo rappresentativo di raggio

Re.

rappresentativo secondo il gradiente locale di deformazione, se siamo in un
elemento locale, o sulla base dell’attuale spostamento di ogni atomo in re-
lazione al campo degli spostamenti del continuo, se siamo in un elemento
non-locale. Possiamo quindi calcolare 1’energia totale dell’atomo rappresen-
tativo usando un appropriato modello atomistico e fornire al modello conti-
nuo l'energia e le sue derivate in corrispondenza del punto Gauss (punto di
integrazione numerico). L’energia totale di un cristallo ¢ data da:

1 Z[U@-(m) + @, (3.12)

W —
Vv

dove 7 indica la somma su tutti gli atomi appartenenti al cristallo, V' il
volume totale del cristallo, p; e la densita elettronica dell’atomo i, U; I’energia
dell’atomo ¢ e ®; ’energia totale di interazione dell’atomo ¢ con tutti gli atomi
vicini. Quest’ultimo termine tiene conto dell’interazione a coppie tra i vari

atomi secondo la seguente relazione:

1
®; = B Z Dij(riz) (3.13)
j(#4)
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¢

Representative Atom

Figura 3.4: Vari elementi non locali comprendono il cristallo rappresentativo di

raggio Re.

dove 7 e j sono atomi all'interno del cristallo e ®,; rappresenta il potenziale

a coppie. Invece p; e definita da:

Z fi(rij) (3.14)

5(7#9)
dove f; ¢ la densita elettronica generata dall’atomo j ad una distanza r;; dal
suo nucleo.
Nel caso di una trattazione local QC con deformazioni omogenee la (3.13) e

la (3.14) possono essere scritte come

_ %Z@(rm) (3.15)
=> fr™) (3.16)

dove m = (mq,mg, m3) ¢ sommato su tutti gli atomi all'interno della sfera
di cut-off dell’atomo rappresentativo e r™ =| x(m) |. Ovviamente la (1)

diventa:

W =5 =I[Up)+ P (3.17)

1
Q
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dove Q ¢ il volume della cella unitaria. Data quindi la (3.17) si possono
derivare in ogni punto del cristallo le tensioni locali. Differenziando la (3.17)
rispetto alle componenti del gradiente di deformazione otteniamo il primo

tensore di Piola-Kirchhoff :

P, —_ — =
v =a = |Y%sE, " ar,

(3.18)

e da questo tramite la P;; = TijFJ_il le tensioni.

3.3.3 FEAt model

In questo metodo la zona di transizione tra i due domini é mostrata in Fi-
gura (3.5). A sinistra é presente la regione atomistica nella quale ogni atomo
é esplicitamente rappresentato e trattato usando un potenziale interatomico.
Dalla parte opposta si trova la regione discretizzata mediante elementi finiti
con i suoi nodi associati. Nella zona di interfaccia ¢’é una corrispondenza
biunivoca tra atomi e nodi. Muovendosi da questa zona verso il domnio
continuo, i cui elementi vanno via via ingrandendosi, si incontra una regione
‘cuscinetto’ (pad region) dove esistono quelli che vengono definiti 'pseudota-
tomi’ (pseudoatoms) sul dominio continuo. In seguito indicheremo con "A’,
'T', "P’ rispettivamente gli atomi nella regione atomistica, gli atomi all’in-
terfaccia e i pseudoatomi. In tale metodo la regione continua é risolta fino
alla scala atomica nella regione 'cuscinetto’ la quale ha un’estensione doppia
rispetto al raggio di cutoff del potenziale interatomico. Concettualmente il
metodo é risolto iterativamente come segue: gli atomi I di interfaccia sono
usati per fornire condizioni al contorno per il modello continuo. La soluzione
del modello continuo per gli atomi I fissati fornisce le posizioni r, dei pseu-
doatomi che sono usati come atomi fissi al contorno per aggiornare gli atomi
reali. Nel metodo la densitd di energia di deformazione, e quindi I'energia F,
di ogni elemento, viene definita in due diversi modi. Fuori dalla 'pad region’

viene usata un’elasticitd non lineare

Wnonlin (X) =
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Figura 3.5: Zona di transizione tra il dominio continuo e atomistico.

dove C' (tensore del sesto ordine) é il modulo di ordine maggiore nell’e-
spansione di Taylor dell’energia di deformazione. I moduli elastici C e C’
sono scelti per uniformare esattamente la risposta non lineare del modello
atomistico al secondo ordine, che diminuisce le discrepanze (mismatch) nei
modelli costitutivi del materiale attraverso la regione di transizione. Usando
questa definizione dell’energia di deformazione e sapendo che I'energia su un

elemento finito é defintia come I'integrale di quest’ultima abbiamo:
Eu :/ Wnonlzn(X)dV (320)
QM

Cercando di mitigare gli effetti dovuti alla netta separazione dalla regione
atomistica a quella continua tale metodo usa una formulazione continua non-
locale per descrivere le energie degli elementi nella zona ’cuscinetto’. Cioé
per questi elementi la densita di energia di deformazione é:

1

Woonin(X) = 5 [ 167X = X)X e(X)av

!

(3.21)

dove I'integrale é calcolato sul volume Q' dell’intero corpo.

In questi elementi ’energia é:

Eu = / Wnonloc(X)dV (322)
Q.
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L’energia della regione continua é ottenuta sommando il contenuto locale e
quello non locale:
FEAL — Z EZ"”lOC(rI, rp) + Z EL“’””" (3.23)
REP pgpP
L’energia della regione atomistica ¢ invece data dalla seguente somma, estesa
a tutti gli atomi, compresi i pseudo atomi.

FEAL = Z Ei(ra,rr,Tp) (3.24)

i€A,IP

3.3.4 Coarse-grained Molecular dynamics

Tale metodo costruisce le equazioni Hamiltoninane a scala grossa a par-
tire dalle equazioni di dinamica molecolare sotto determinate condizioni ter-
modinamiche. Gli atomi rappresentativi sono rafforzati per mantenere una

posizione e momento medio degli atomi alla scala minore:
u’ = Ru’(t) p‘ = Ru/ (1) (3.25)

dove R ¢ l'operatore di restrizione, p¢ e p? sono rispettivamente i momenti
alla scala continua e atomistica. L’Hamiltoniano alla scala maggiore, H,., ¢
definito come il classico insieme canonico medio dell’Hamiltoniano della di-
namica molecolare H/ nello spazio momenti-spostamenti soggetto al vincolo
dato dall’Equazine (3.25).
1

H =~ / APH' dp! du’ (3.26)
dove P = exp(—H'/kgT) & la funzione di probabilita, T' la temperatura,
H DI’Hamiltoniano a scala minore, kg la costante di Boltzmann, A i vincoli

imposti in (3.25) e Z la funzione di partizione.

3.3.5 Edge-to-edge Decomposition Method

L’edge-to-edge decomposition method ¢ schematizzato in Figura (3.6(a))Si
possono identificare tre tipi di particelle: i nodi, appartenenti al dominio con-

tinuo, gli atomi, appartenenti al dominio molecolare e gli atomi virtuali che
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[0 nodes

O atoms

< virtual atoms

virtual bonds

(a) (b)

Figura 3.6: a) Shematizzazione del dominio complessivo. b) Definizione della

zona di interfaccia.

collegano mediante legami virtuali ( Figura 3.6(b)) i due precedenti domini.

L’energia potenziale interna per I'intero dominio e fornita dalla relazione:

) 1
Wt _ WO WM — / potwc(F)AOS + EI: ZJ:wM(XI,XJ) (3.27)

af
dove WM include il potenziale dovuto al cambiamento dell’angolo di legame
risultante dalla variazione dell’angolo di legame tra i legami virtuali e quelli
adiacenti al dominio molecolare. Il moto dell’atomo virtuale f dipendera
dai nodi dell’elemento ABC che contiene 'atomo stesso. Quindi possiamo

esprimere uy in termini di u; tramite:

u(X,t) => N/(X)w(t) I=ABC (3.28)

Si noti che e l'energia dovuta all’allungamento del legame virtuale fg e gia
inclusa nel potenziale del modello continuo W®. La sola energia potenziale
che contribuisce al potenziale totale ¢ dovuta quindi all’energia potenziale
del legame virtuale grazie alla variazione dell’angolo del legame virtuale con

i legami adiacenti. Essa ¢ definita come:

WiMert®® — Boie(O4e) + Eangle(Ofga) (3.29)
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L’equazione che lega gli atomi ai nodi ¢ la seguente:

gr = [u(Xp) = d;|* = Y [u(Xs) = ]’ = 0 (3.30)

i
dove gli spostamenti u(X;) sono espressi mediante approssimaizone lineare

del metodo agli elementi finiti come mostrato in Figura (3.7) e dalla seguente

relazione:
u(XK) = NlKlll + NQKUQ (331)

Applicando quindi il Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange, i moltiplicatori

VAT,
W YVYY Y‘?

molecular domain

Figura 3.7: Interfaccia tra i due domini

Ak sono espressi mediante approssimazione lineare agli elementi finiti. Ossia:
K :A[KX[‘i_AJKXJ e (1 —gK)X[—l-fKXJ (332)

Nel caso si applicasse 'augmented Lagrange multiplier method il potenziale

per il modello di accoppiamento sarebbe dato da:

. 1
WAL — Wznt o Wext + )\Tg + 5png (333)

dove W & data dall’Equazione (3.27) mentre 1'energia potenziale esterna

Weet & espressa come:

Wezt — F?Et ‘uy + Z f}fzt . d] (334)
I
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3.3.6 Bridging domain coupling method

Il metodo considera una zona di sovrapposizione evidenziata in Figura
(6.1(a)) e (6.1(b)). In esso l'energia totale ¢ assunta come combinazione

lineare delle energie del dominio atomistico e continuo. Viene introdotto, nel

o——o0 bond

o] atom
® continuum node

Figura 3.8: a) Shematizzazione del dominio complessivo. b) Definizione della

zona di interfaccia.
dominio di sovrapposizione, un parametro di scala, ¢, definito come:
1 in Qf — Qirt
Y =410,1 in Qi (3.35)
0 in Qg — Qint

L’Hamiltoniano per il dominio complessivo ¢ combinazione lineare degli Ha-

miltoniani dei due domini come indicato nella seguente relazione:
H=(1-¢)H* +H"

=S )PP (1 g Y px) PP e
. " omy . “oM,

(3.36)

dove WM & D'energia potenziale del dominio atomistico, W¢ Denergia po-
gla p

tenziale del dominio continuo e py il momento del nodo o atomo I. I due
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modelli sono vincolati nella zona di sovrapposizione Q" tramite la seguente

equazione

gr = {gir} = {wi(X;) — dis} = {Z No(X1)ttin — du} =0  (3.37)

dove u;(X) ¢ lo spostamento del punto materiale X; e d;; ¢ lo spostamento
atomistico nello stesso punto. Tali vincoli possono essere applicati tramite
il metodo dei moltiplicatori di Lagrange ; pertanto I’'Hamiltoniano e definito
da:

Hyo=H+Xg=H+Y g (3.38)
I

dove A; = {\;;} ¢ il vettore dei moltiplicatori di Lagrange le cui componenti
corrispondono alle componenti degli spostamenti dell’atomo 1.
Per una trattazione piu completa del metodo e relative applicazioni si faccia

riferimento al Capitolo 6.
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Capitolo 4

La dinamica molecolare: teoria

e applicazioni

Dopo aver spiegato i motivi per cui sono necessari i metodi multiscala
ed averne dato spiegazione risulta utile, per poter approfondire I’argomento,
studiare le basi delle equazioni dei sistemi a scale minori. Si vuole quindi in
questo capitolo fornire alcune nozioni base relative alla dinamica molecolare
(MD) e al suo diretto utilizzo. Si presentano quindi le equazione del moto
scritte secondo la formulazione Lagrangiana e mediante le equazioni Hamil-
toniane. Tramite 'introduzione di alcuni concetti fondamentali (condizio-
ni periodiche al contorno, principo della minima immagine,etc) si prosegue
identificando 1’algoritmo di Verlet e il Predictor-Corrector come integratori
numerici per la risoluzione delle equazioni del moto. Si introducono poi due
tipi di potenziali interatomici: Lennard-Jones (LJ) e Tight-Binding (TB).
Mediante lo sviluppo di quest’ultimo si sono eseguite applicazioni volte a mi-
gliorare l'efficienza computazionale del sistema tramite l'introduzione delle
liste di Verlet e delle Linked Cell. Ulteriori applicazioni sono relative allo

sviluppo della funzione di correlazione a coppie e al termostato di Andersen.

47
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4.1 Concetti base di dinamica molecolare

La dinamica molecolare (MD) ¢ stata usata inizialmente in termodinami-
ca per calcolare I'inisieme o la media delle proprieta termodinamiche di vari
sistemi fisici inclusi gas, liquidi e solidi. Recentemente e stata applicata per
simulare il comportamento atomico istantaneo di un sistema materiale. Le

assunzioni che stanno alla base delle simulazioni di dinamica molecolare:

1. molecole e atomi sono definiti come un sistema di punti materiali in-
teragenti tra loro, il cui moto e descritto dinamicamente con vettori
di posizioni e velocita istantanee. L’interazione atomica ha una forte

dipendenza sull’orientazione spaziale e sulle distanze tra atomi distinti.

2. non c’e scambio di massa nel sistema; di conseguenza il numero di atomi

nel sistema rimane invariato.

3. 1 sistemi trattati sono considerati come isolati in cui 'energia viene

conservata.

4.1.1 Equazioni lagrangiane del moto

Il metodo della dinamica molecolare & basato sulla risoluzione delle equa-
zioni del moto di un sistema di punti materiali (atomi o particelle) intera-
genti tra loro. Dato un sistema di s particelle questo avra in totale s gradi
di liberta, che possono essere generalmente scritti in termini della funzione

Lagrangiana L, cioe:
___—:0’ a:1,2,...,s. (41)

dove g rappresenta la coordinata generalizzata che definisce unicamente la
posizione spaziale degli atomi e ¢ ne ¢ la derivata temporale. Una simu-
lazione di dinamica molecolare e descritta tipicamente tramite un sistema
di coordinate cartesiane, dove I’'Equazione (4.1) puo essere semplificata per

dare

doL 9L
dt@rz 8ri o

i=1,2,...,N. (4.2)
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® Y

///

L
[ )
[ ]

Figura 4.1: Coordinate nel sistema atomico.

Qui, r; = (z;,¥;, 2;) ¢ il raggio vettore che indica la posizione dell’atomo 4,
Figura (4.1) e N ¢ il numero totale di atomi ( N = s/3 allinterno di una
cella cubica). Il volume solitamente occupato da questi N atomi ¢ indicato
come il dominio di MD.

L’Equazione del moto (4.2) non dipende dalla scelta della posizione all’i-
stante iniziale il che e equivalente a richiedere che la funzione Lgrangiana non
dipenda direttamente dal tempo, dalla direzione del vettore della posizione
r; e della velocita r;, ma solamente dal valore assoluto del vettore velocita
r;. Al fine di fornire equazioni del moto identiche in tutti i sistemi di coordi-
nate inerziali, la funzione Lagrangiana deve anche soddisfare il principio di

relativita Galileiana. Una funzione che soddisfa a tali requisiti e:

[\

N
L= T+ +)=) - (4.3)
i=1 =1

per un sistema di particelle libere e non interagenti tra loro dove m; ¢ la
massa della particella i-esima.

L’interazione tra le particelle puo essere descritta aggiungendo all’Equa-
zione (4.3) una particolare funzione delle coordinate atomiche U dipendente
dalle proprieta di questa interazione. Tale funzione e definita tramite segno

negativo cosi che il sistema Lagrangiano assume la forma:

2

N .
L=Y"% _Ul,rs...tn) (4.4)
=1

2
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I due termini rappresentano rispettivamente il sistema di energia cinetica e
potenziale. L’Equazione (4.4) rappresenta la formulazione generale Lagran-
giana per una sistema conservativo di punti materiali, interagenti tra loro, in
coordiante cartesiane. B importante notare due caratteristiche della formu-
lazione Lagrangiana: 1’additivita del termine dell’energia cinetica e I'assenza
di una esplicita dipendenza dal tempo. Il fatto che il termine dell’energia
potenziale dipenda solamente dalla configurazione spaziale delle particelle
implica che ogni variazione di questa configurazione ha come conseguenza un
immediato effetto sul moto delle particelle all’interno del dominio simulato.
L’inevitabilita di questa assunzione e connessa con il principio di relativita.
Infatti, se tale effetto si propaga con una velocita finita, la precedente re-
lazione dipendera dalla scelta del sistema inerziale. In questo caso le leggi
del moto (in particolare le soluzioni di MD) saranno diverse nei vari sistemi.

Sosituendo I’Equazione (4.4) nella (4.2) I'equazione del moto puo infine

essere scritta nella forma newtoniana da:

U
mf; = — (rl’(;?’ ') g i—12....N (4.5)
r;

dove r; = r;(t) rappresenta la traiettoria delle particelle e la forza F; indica

solitamente la forza interna, cioe la forza esercitata dall’atomo i dovuta alle
caratteristiche dell’ambiente a cui 'atomo ¢ posto. L’Equazione (4.5) viene
risolta inoltre, per un dato sistema di condizioni iniziali note al tempo t, per
ottenere poi le traiettorie del moto degli atomi nell’intero sistema simula-
to. Per tradurre cio in una forma utilizzabile dai calcolatori, si introduce
la discretizzazione dell’evoluzione temporale tramite un passo temporaledt
rappresentante 1'unita dell’intervallo temporale. Si assume che la forza F;
rimanga costante all’interno dell’intervallo dt.

Simulazioni di MD solitamente possono comprendere oltre il milione di
atomi, a cui corrispondono domini dalle dimensioni di qualche centinaio di A.
In simulazioni di quest’ordine e, a maggior ragione, in simulazioni molto piu
piccole la presenza delle superfici pué influenzare radicalmente la dinamica
e quindi lo studio della proprieta del materiale. Inoltre il singolo dominio,

detto anche cella di simulazione, non puo rappresentare un sistema costituito
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da milioni di atomi. Per superare entrambi i problemi le simulazioni vengono
eseguite usando condizioni periodiche al contorno come indicato nella Figu-
ra (4.2). In tal modo il numero totale degli atomi e quindi I’energia totale
del sistema rimane costante. Si pud notare come una molecola si sposta da
un sotto dominio all’altro la sua immagine periodica si muovera dai sotto
domini vicini allo stesso modo. Analogamente se la molecola uscira dalla cel-

la di simulazione la sua immagine entrera dalla faccia opposta. Per evitare

Figura 4.2: Condizioni periodiche al contorno in due dimensioni.

pero che un atomo possa interagire con uno ad esso equivalente, presente in
una replica della cella di simulazione, deve essere rispettata la disuguaglianza
L > 2r.,, dove L ¢ la dimensione lineare della cella e r.,; ¢ il raggio di cut-
off del potenziale. Tale condizione rappresenta la convenzione della minima

immagine e stabilisce il limite inferiore della cella.
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4.1.2 Equazioni Hamiltoniane del moto

La formulazione Lagrangiana per le equazioni del moto della dinamica
molecolare sono state scritte in funzione delle coordiante e delle velocita ge-
neralizzate come pure tramite le coordinate Cartesiane. Tale descrizione non
e pero I'unica possibile. Un’alternativa e utilizzata all’interno della formula-
zione Hamiltoniana in termini di coordinate e momenti generalizzati. Tale
formulazione offre una serie di vantaggi, in particolare nello studio di ca-
ratteristiche generali o mediate di sistemi simulati, come la distribuzione di
energia e il flusso termico, e come pure nel calcolo delle quantita termodi-
namiche come temperatura, volume e pressione. Solitamente i metodi di
meccanica statistica utilizzano la formulazione Hamiltoniana per descrivere
lo stato e I’evoluzione di un sistema costituito da molte particelle.

Definiamo prima il differenziale completo della funzione Lagrangiana espres-

sa nell’Equazione (4.1):
oL oL
dL = —dq,, —dq, =1,2,..., 4.6
oy, e+ 2 g, de : (45)
e la riscriviamo come:
dL = Padge + Y padq (4.7)

dove g, sono le coordinate generalizzate che definiscono le posizioni degli
atomi mentre p, rappresentano i momenti generalizzati definiti tramite la

relazione:
o = —d @ 4.8
D D q ( )

Il secondo termine dell’Equazione (4.7) puo essere scritto nella forma:

dL = Zpadqq + d(z pada) - Z Cjadpa (49)
d(z pada - L> = Z q.adpoc - Zpaan (410)
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dove la funzione:
H(p,q,t) = > pada — L(g,4,1) (4.11)

rappresenta ’'Hamiltoniano del sistema. Essa e la trasformata di Legendre
della Lagrangiana. Il valore della funzione Hamiltoniana ¢ l'integrale del
moto per sistemi conservativi ed ¢ definita come ’energia totale del sistema

in termini di coordinate e momenti generalizzati. Cioe otteniamo:
dH = Z qadpa - Zpodea (412)

e quindi:

_OH OH

_on s 98 4.13
opa ¥ 4o (4.13)

da
Queste rappresentano le equazioni del moto nell’ Hamiltoniana in termini
delle variabili p e ¢. Tali equazioni cosituiscono un sistema di equazioni dif-
ferenziali del primo ordine nelle due incognite p(t) e ¢(t). Nonostante siano
pit semplici delle equazioni di Lagrange (che sono del secondo ordine) i pas-
saggi che portano alle equazioni del moto sono pitl onerosi che in meccanica
Lagrangiana: si parte con le coordinate generalizzate e la Lagrangiana, si
calcola I’'Hamiltoniana, si esprime ogni velocita generalizzata in termini dei
momenti coniugati e si sostituiscono nell’Hamiltoniana le velocita genera-
lizzate con i momenti coniugati. Pertanto non e piu semplice risolvere un
problema in meccanica Hamiltoniana, la quale viene usata solitamente in
quanto fornisce le basi per risultati piu profondi nella teoria della meccanica
quantistica. Cionostante un insieme di valori delle funzioni Hamiltoniane
rappresentano ad un dato tempo lo stato del sistema. Questo puo essere
visto come un vettore in uno spazio bidimensionale conosciuto come spazio
fase. Un insieme completo di questi vettori, osservati nel corso dell’evoluzio-
ne temporale del sistema, definisce la traiettoria dello spazio fase la quale

fornisce una completa descrizione della dinamica del sistema.
Si puo notare che, se I’'Hamiltoniano non dipende esplicitamente dal tem-

po, 'Equazione (4.13) conserva l'energia totale del sistema; infatti la derivata
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temporale dell’Hamiltoniano ¢ uguale a zero essendo il sistema conservativo.

%Z%—i]—l-ag—iqa%-ag—ipa:%—i]:() (4.14)
Questo perche non vi € una diretta dipendenza dal tempo, come segue dalla
(4.11) e dalla (4.3). Pertanto ’energia totale si conserva se sul sistema non
agiscono forze direttamente dipendenti dal tempo o dalla velocita delle par-
ticelle.

Per un sistema conservativo costituito da N atomi in coordinate Cartesiane,

la descrizione Hamiltoniana assume la seguente forma:

2
H(rlar27"'7rN7p1ap27"'apN):ZQI;;L'+U(r17r2a"'7rN) (415)
OH OH
=gn P o, (4.16)

dove i momenti sono espressi in funzione del vettore posizione p; = m;r;. Se
¢ noto lo stato iniziale degli atomi e la funzione Hamiltoniana, si puo calco-
lare la posizione istantanea e i momenti degli atomi negli istanti successivi
risolvendo I’Equazione (4.16). Questo fornisce la traiettoria dello spazio fase
del moto degli atomi che puo essere di particolare importanza nello studio
dell’evoluzione dei legami e della struttura atomica come pure per lo stato
termodinamico del sistema.

Utilizzando le Equazioni (4.13) si ricavano alcune leggi di conservazione: sup-
ponendo che il potenziale sia della forma (4.15) e che sul sistema non agisca

nessun campo esterno, il momento lineare totale:

N
P=> p (4.17)
=1

e il momento angolare totale:

N
L= qxp (4.18)
i=1

sono costanti del moto. Piu precisamente, la conservazione di una generica
componente di P lungo una direzione ¢ associata all’invarianza dell’Hamil-

toniana per traslazioni in quella direzione. Analogamente, se il sistema e
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invariante per rotazioni attorno ad un certo asse, la componente di L lungo
lo stesso asse e una costante del moto. Da cio si puo dedurre che, oltre che
nei sistemi isolati, solo in quelli a simmetria sferica si ha la conservazione del
momento angolare totale.

Concludendo si puo notare che 'Equazione (4.5), derivando dalla formula-
zione Lagrangiana (4.1), puo essere piu adatta per studiare particolari det-
tagli della simulazione atomsitica, specialmente nei solidi. La formulazione
newtoniana e di solito piti conveniente in termini di forze esterne e condi-
zioni periodiche al contorno, come pure per post-processare e visualizzare i

risultati.

4.2 Integratori numerici

Le equazioni (4.5) vengono risolte numericamente mediante il Metodo
delle Differenze Finite, basato sulla discretizzazione dell’evoluzione tempo-
rale in passi d’'integrazione. L’intervallo temporale della simulazione [t;,t]
viene suddiviso in un numero finito di partizioni di lunghezza dt. Assegnate
le posizioni e le velocita al generico tempo ¢ possiamo ottenere le medesime
grandezze al tempo t+ 0t mediante un opportuno algoritmo. Il procedimento
viene ripetuto per il numero di volte necessario per descrivere 1’evoluzione
del sistema durante 'intervallo richiesto. L’intervallo §t viene scelto in mo-
do tale che sia significativamente inferiore al tempo che impiegherebbe una
particella a percorrere la sua lunghezza. Solitamente e dell’ordine dei fs (fem-
tosecondi); si ricorda che 1fs=1.018050697d-14s.

Esistono due classi di integratori delle equazioni del moto : l'algoritmo di

Verlet e il Predictor-Corrector (algoritmo di Gear).

4.2.1 Algoritmo di Verlet

Poiche il valore dell’intervallo dt € molto piccolo rispetto al tempo delle

vibrazionni temporali, ¢ possibile sviluppare in serie di Taylor le traiettorie
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atomiche, ottenendo le relazioni seguenti:
rxt%—ét)::rxt)%—5tvxt)+-%5t%y(ﬂ«+--- (4.19)
rilt — 6t) = ra(t) — Stvi(t) + %5t2ai(t) . (4.20)
Sommando e sottraendo si ottiene:
ri(t + 0t) = 2r;(t) — r;(t — 6t) + 6t2ay(t) (4.21)

ri(t+ 6t) — ry(t — ot)

ri(t+6t) = 557

(4.22)

Dal momento che I'Equazione (4.21) & corretta eccetto che per errori del quar-
to ordine (§t*) le velocita derivanti dalla (4.22) sono soggette ad errori del
secondo ordine (§t%). Una prima osservazione ¢ che non ¢ possibile conoscere
le velocita v;(t) ad un determinato istante ma solo al passo di integrazione
successivo. In secondo luogo 'algoritmo ha la proprieta di essere centrato,
cioe r(t — dt) e r(t + 0t) giocano un ruolo simmetrico nell’Equazione (4.21)
tanto da renderlo reversibile rispetto al tempo. Questa caratteristica garanti-
sce la conservazione del momento angolare. Inoltre il metodo conserva molto
bene le proprieta della cella di simulazione anche quando si considerano time
step maggiori.

Esiste una variante di tale algoritmo 'velocity Verlet’ che consente di de-
terminare posizioni, velocita e accelerazioni allo stesso tempo t. Le equazioni

diventano allora le seguenti:

1
mea:m@+mww+§w&@ (4.23)
1
A partire da r;(¢), v;(t), a;(t) si determinano le posizioni r;(t + 6¢) mediante

la relazione (4.23). Si calcolano quindi le forze e, di conseguenza, le a;(t + 0t)
e le v;(t + 6t) tramite la (4.24).
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4.2.2 Algoritmo Pedictor-Corrector

Si suppone di poter sviluppare in serie di Talylor le posizioni atomiche e
di consocere al tempo ¢ tutte le variabili dinamiche. E possibile eseguire una

'predizione’ delle stesse grandezze al tempo t + dt:

PP (t 4 6t) = va(t) + Gtv; + %&Qai(t) .

vi(t+ 6t)

v;(t) + dta; + ...
al(t +6t) = a;(t) + -

(4.25)

dove 'apice P indica che sono dei valori predetti. Le Equazioni (4.25) non
generano la dinamica corretta perche risultano indipendenti dalle equazioni

del moto (4.5). L’errore commesso sulle accelerazioni risulta:

Aa;(t + t) = af (t + 6t) — al (t + 6t) (4.26)

C

dove a; viene calcolato utilizzando le posizioni predette. Attraverso I'Equa-

zione (4.26) € possibile effettuare una correzione dei valori predetti:

¢ (t + 0t) = vl (t + 6t) + coAr;(t + 6t)
v (t 4 0t) = vl (t + 0t) + c1 Avy(t + 6t)

(4.27)
al (t + 6t) = aj (t + 6t) + calay(t + 6t)

dove i coefficienti ¢, ¢, co, ... sono determinati per interpolazione utilizzan-

do una traiettoria classica esatta.

4.3 Potenziali interatomici

In accordo con I'Equazione (4.5), la struttura generale delle equazioni
che governano le simulazioni di dinamica molecolare ¢ data da una semplice

equazione differenziale del secondo ordine. Tuttavia la funzione potenziale da
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inserire nella (4.5) puo essere estremamente complicata quando si voglia rap-
presentare accuratamente l'interazione atomica all’interno del sistema simu-
lato. La natura di questa interazione ¢ dovuta ai complicati effetti quantistici
che sono presenti a livello subatomico e sono i responsabili delle proprieta
chimiche come la valenza, 'energia di legame, la disposizione spaziale, la
formazione e la rottura dei legami interatomici. Per ottenere risultati at-
tendibili nelle simulazioni di dinamica molecolare il potenziale interatomico
classico dovrebbe tener conto di questi processi di meccanica quantistica. Le
formulazioni della forma del potenziale interatomico per vari classi di sistemi
sono state largamente studiate in letteratura.
La struttura generale di questa funzione ¢ la seguente:
Wi(ry,ry, ... ,ry) = Z W1(I‘i)+z Wa(ri, r;)+ Z Ws(r;, rj,r8)+. ..
i ij>i i,j>i,k>j
(4.28)
dove r, e il vettore dell'n-esima particella, W,, il potenziale del corpo m-
esimo. Il primo termine della (4.28) rappresenta I’energia dovuta al campo
di forze esterne, come 'energia gravitazionale o elettrostatica in cui il sistema
e inserito. Il secondo termine mostra un’interazione delle particelle a cop-
pie (pair-wise); esso dipende solamente dalla distanza r;; = r; — r;. 1l terzo
indica l'interazione tra triplette di particelle (three-body); etc. Solitamente
W, viene ignorato mentre gli effetti dovuti all’interazione tra pitt corpi sono

incorporati in Wy per ridurre il costo computazionale della simulazione.

4.3.1 Potenziale a due corpi

A livello subatomico il campo elettrostatico dovuto ai nuclei atomici ca-
ricati positivamente, viene neutralizzato dalle nuvole elettroniche, che cir-
condano i nuclei, caricate negativamente. Nella meccanica quantistica la
descrizione del moto dell’elettrone e sviluppata mediante un approccio pro-
babilistico per valutare la densita di probabilita alla quale gli elettroni pos-

sono occupare posizioni spaziali particolari. Il termine nuvola elettronica e
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generalmente usato in relazione alla distribuzione spaziale di queste densita.
Le nuvole elettroniche caricate negativamente, tuttavia, si attraggono di piu
man mano che la distanza tra i nuclei diminuisce. Raggiunta una particolare
distanza, che ¢ la distanza di equilibrio del legame, questa attrazione risulta
uguale alla forza repulsiva dei nuclei, caricati positivamente. Un’ulteriore
diminuzione della distanza tra i nuclei e il risultato di una veloce crescita
della risultante della forza repulsiva.

Esistono vari modelli matematici per descrivere il fenomeno fisico so-
pra descritto. Nel 1924 Jones propose il seguente potenziale per descrivere

I'interazione tra coppie di atomi:

1 6
W(I’i,r]’) :W(’I") :4€|:(i) 2 — <i) :|, T:Tij = |I’Z]’ = |I'Z'—I'j|
rij rij
(4.29)

Tale formulazione ¢ conosciuta come il potenziale Lennard-Jones (LJ) ( Fi-
gura (4.3)) ed & utilizzato per una grande varieta di sistemi atomici. Qui r;;
e il raggio vettore ossia la distanza tra la particella ¢ e j (Figura (4.1)); o ¢l
diametro di collisione ossia la distanza alla quale W (r) = 0 e ¢ rappresenta
I'energia di legame, ossia il minimo della funzione (4.3) affinché una coppia
di atomi sia in equilibrio. Il primo termine rappresenta il termine repulsivo
che agisce a piccole distanze mentre il secondo mostra I'attrazione tra due
atomi. L’energia e rappresenta il lavoro necessario per portare uno di due
atomi accoppiati dalla loro posizione di equilibrio all’infinito. Le corrispon-
denti forze tra i due atomi possono essere espresse in funzione delle distanze
interatomiche:

W(ri,r;) = W(r) =245 [(21)13 - (iﬂ (4.30)

g /rij Tij

4.3.2 Potenziale a piu corpi

Potenziali a piu corpi vengono solitamente usate in simulazioni di solidi

e per complesse strutture molecolari per poter tener conto della formazione
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Figura 4.3: Andamento del potenziale Lennard-Jones.

dei legami chimici, della distribuzione spaziale e della valenza chimica degli
atomi. Tuttavia dal punto di vista pratico un’implementazione con tali po-
tenziali puo essere estremamente complicata; quindi i termini di ordine piu
elevato vengono solitamente ignorati.

Il potenziale che consideriamo & il Potenziale Tight-Binding (TB) [34]. Tale
potenziale e stato largamente utilzzato per analizzare le proprieta elastiche
dei materiali metallici e alcune loro leghe. In generale, nell’ambito dei ma-
teriali metallici, i potenziali utilizzati sono tipicamente di origine empirica
il cui schema si basa sull’utilizzo di funzionali a coppie. Questi sono stati
sviluppati per definire con buona accuratezza le proprieta dinamiche e strut-
turali dei metalli di transizione ed il loro principale vantaggio e la capacita
di riprodurre in maniera migliore, rispetto ai potenziali a due corpi, alcune
caratteristiche, come il calcolo del legame metallico e dell’energia. Numerosi
sono stati i potenziali a molti corpi esistenti in letteratura ma spesso sono
di difficile applicazione a causa, o di una forma troppo complessa per essere

implementata, o perche il potenziale ha un raggio d’azione troppo lungo.
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L’energia totale del sistema viene espressa come somma di due termini:
Ec =) (Ey+Ep) (4.31)

i quali sono espressi dalle seguenti relazioni:
1/2
joj _{Z éiﬂe%aﬁ(ru/r?ﬁl)} (4.32)
J

Ep=Y" Aiﬁe—paﬁ(mﬂgﬁ—l) (4.33)
J
e rappresentano rispettivamente un termine di banda, nel quale sono inclusi

gli effetti dovuti al fatto di considerare pit corpi, e un potenziale a coppie
di tipo repulsivo a corto raggio (il quale contiene la parte di struttura non
di banda dell’energia). Entrambi i termini sono espressi in funzione delle di-
stanze tra gli atomi ¢ e j mediante 7;;; 1o ¢ invece la distanza tra i primi vicini
ossia ro = ag/ V2 con ag lunghezza della cella unitaria; A, €, p, ¢ sono invece
delle costanti che dipendono solo dall’interazione atomica delle specie a e 3
e sono stati determinati per metalli di transizione con struttura cristallina
fee ( face-centered cubic) e hep (hexagonal close-packed structure) [36]) e per
leghe CuzAu e NiAl a temperatura T=0K. E importante sottolineare nello
studio di tale potenziale la scelta del raggio di cutoff. Inizialmente si utiliz-
zavano valori ristretti, limitati ai primi vicini, in seguito invece e stato esteso
ad un numero sufficiente di vicini tale da ottenere dei risultati migliori e piu
accurati in relazione ai risultati sperimentali. In particolare per materiali
con struttura fcc ha un valore compreso tra i quinti e i sesti vicini mentre in
quelli che presentano struttura hcp e stato esteso fino oltre i noni vicini. Per
maggiori approfondimenti si faccia riferimento a [40]. Applicazioni ottenute

con 'implementazione di tale potenziale sono riportate nel Paragrafo 4.4.

4.4 Applicazioni

A partire da un codice di MD, basato inizialmente su un potenziale inte-

ratomico a due corpi, Lennard Jones, ¢ stato inmplementato un potenziale
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multi corpi: il potenziale Tight Binding. Utilizzando entrambi questi po-
tenziali si sono sviluppate alcune applicazoni al fine di comprendere meglio
alcuni concetti della dinamica molecolare e per ottimizzare il funzionamento
del codice stesso. L’algoritmo implementato ¢ il velocity Verlet. Tutte le si-
mulazioni sono state eseguite considerando un insieme microcanonico (NVE)
in cui I'energia potenziale rimane costante e la temperatura varia o canoni-
co (NVT) in cui I'energia varia e la temperatura rimane costante. Semplici

esempi di simulazione NVT e NVE sono riportati in Figura (4.4) e (4.5).

-3.42 . .
‘NVT-Energy' us 1.4 ———
'Energy-verSNVE' us 1.4 —-—-

-3.44

-3.46 |

-3.48

E (eV)

—35

-3.62
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-3.66

L 1 L L 1 L
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
N step

Figura 4.4: Andamento dell’energia in seguito ad una simulazione NVT seguita
da una NVE.

4.4.1 Liste di Verlet e Linked Cell

Ogni simulazione di MD, definite opportunatamente le condizioni perio-
diche al contorno e rispettato il principio della minima immagine, prevede il
calcolo delle forze agenti tra tutti gli atomi. Dal punto di vista computazio-
nale cio richiede I'analisi di N(N-1) iterazioni, con un costo che scala come
O(N?). Riducendo invece questo calcolo agli atomi distanti dall’atomo gene-
rico meno di un raggio di cutoff, il costo computazionale scala linearmente

con N invece che quadraticamente, con un gran vantaggio sui tempi di elabo-
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Figura 4.5: Andamento della temperatura in seguito ad una simulazione NVT

seguita da una NVE.

razione specialmente in sistemi con N elevato. A questo scopo si presuppone
per ogni atomo una lista degli atomi, definita lista di Verlet, distanti meno di
un raggio di cutoff r.,. Se il raggio della sfera contenente gli atomi elencati
nella lista di Verlet ¢ esattamente uguale al cutoff del potenziale, la lista va
aggiornata ad ogni time step perche gli atomi interagenti potrebbero essere
cambiati. In alternativa, si puo utilizzare come raggio per costruire la lista
di Verlet un valore 7, maggiore del cutoff r.,, ed aggiornare la lista con una
frequenza minore. Nel caso del potenziale TB si é considerato un raggio di
cutoff pari a 7.45Ae un passo reticolare di 3.615Aavendo considerato atomi
di rame. Per determinare invece il raggio di Verlet si é risolto un problema di
minimo facendolo variare tale distanza da un valore minimo (corrispondente
al valore del raggio di cuoff) ed un valore massimo (imposto da lcell/2, con
lcell lato della cella globale di simulazione) per la convenzione della minima
immagine. Si riportano a riguardo le Figure (4.6) e (4.7) dove si evidenzia
un rapporto tra il raggio di Verlet e quello di cutoff par a 1.0295A.

Tale accorgimento risulta ulteriormente migliorato dall’introduzione del me-
todo delle celle concatenate (linked cell) che consiste nel suddividere la cella

di simulazione in sotto-celle di dimensioni minori possibili compatibilmente



La dinamica molecolare: teoria e applicazioni 64

0.37

0.36

0.35

0.34

0.33

CPU/N_ts +1

0.32

0.31

0.30
0.95 1.00 1.05 1.10 1456 1.20

Figura 4.6: Andamento del tempo di CPU in funzione del rapporto tra il raggio
di Verlet e il raggio di cutoff per il potenziale TB.

0.312
0.311

0.310

o
w
=]
©

0.308

CPU/N_ts+1

0.307

0.306

0.305
1.010 1.015 1.020 1.025 1.030 1.035 1.040 1.045

Rv/Rc
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valore del minimo.
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con il vincolo d > r, dove r, é il raggio della sfera contenente gli atomi della
lista di Verlet e d é lo spigolo di una sotto-cella. La cella complessiva di
simulazione viene suddivisa invece in Nlc linked cell il che porta ad avere
d = Neeyy - Lo/Mle, con Ly passo reticolare e Mlc costante necessaria per de-
finire in numero totale di linked cell (Nlc = Mlc® in 3D). Ad ogni time step
gli atomi vengono ripartiti nelle sotto-celle per procedere poi alla costruzione
delle liste di Verlet: per ogni atomo si esaminano gli atomi nella medesima
cella ed in 13 delle 26 prime vicine se consideriamo una cella cubica o 4 delle

8 se siamo in due dimensioni come mostrato in Figura (4.8).

Figura 4.8: Struttura delle linked cell in due dimensioni. Alla cella 0 vengono
associate le celle 1,2,3,4, metd delle prime vicine (4 su 8 in due dimensioni o 13
su 26 in tre dimensioni), le quali vengono esplorate durante la costruzione delle
liste di Verlet degli atomi contenuti nella cella 0. Analogamente la cella 0 viene
considerata come prima vicina delle celle 5,6,7,8. In tal modo si evita di duplicare

il calcolo delle distanze tra atomi appartenenti a celle diverse.

Nel caso del potenziale TB si riporta la Tabella (4.1). in cui si evidenzia-

no i tempi computazionali in funzione del numero di atomi e di linked cell

selezionate.
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N° atomi || 4000 | 5324 | 10976 19652 32000 55296

senza LC || 3.46 | 6.52 | 25.37 | 1m 19.11 | 3m 32.79 | 10m 32.35
Mlc=3 3.92 | 6.56 | 25.39 | 1m 19.27 | 3m 34.92 | 10m 40.44
Mlc=4 3.89 | 6.56 | 25.39 | 1m 19.71 | 3m 25.83 | 10m 9.21

Mlc=5 6.56 | 25.39 | 1m 19.93 | 3m 20.54 | 9 m 51.70
Mlc=6 24.74 | 1m 15.89 | 3m 19.00 | 9m 49.86
Mle=7 1m 15.08 | 3m 18.33 | 9 m 45.16
Mlc=8 1m 15.04 | 3m 17.79 | 9 m 43.46
Mlc=9 3m 17.01 | 9m 43.14
Mlc=10 9 m 42.02
Mlc=11 9m 41.54

Tabella 4.1: Tempi di esecuzione al variare di Mlc e del numero di atomi. I dati

sono stati ottenuti con processore Pentium IV.

4.4.2 Termostato di Anderson

Nelle simulazioni precedenti il controllo della temperatura era implemen-
tato secondo l'algoritmo velocity rescaling. Si vuole ora spiegare I'implemen-
tazione dell’algoritmo noto come termostato di Andersen il quale permette
di accoppiare un termostato al sistema in modo che questo possa passare da
una temperatura t; ad una ty (per esempio maggiore di ¢;) non in maniera
istantanea, ma piu realisticamente in maniera crescente. L’accoppiamento
con un termostato é rappresentato da forze impulsive stocastiche che agi-
scono occasionalmente su alcune particelle prese casualmente tra quelle del
sistema. Tra due collisioni stocastiche successive il sistema evolve ad energia
costante in accordo con le normali leggi Newtoniane del moto. Per verificare
la correttezza di tale implementazione bisognera che il termostato riproduca
le stesse proprieta ottenute da un noto insieme canonico; tenendo presente
inoltre che in un sistema termodinamico all’equilibrio alla temperatura T, la
distribuzione delle velocita dei suoi costituenti elementari é descritta dalla
legge di Maxwell-Boltzmann. Dimostrare quindi il funzionamento del termo-

stato di Andersen equivale a dimostrare che le velocita dei vari atomi sono
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distribuiti secondo la legge di Maxwell-Boltzmann. Essa é espressa dalla

seguente espressione:

m; 3/2 , _mi?
fv;) = 47TN(27TKT) vie” 2KT (4.34)
dove K é la costante di Boltzmann, m; e v; la massa e la velocita dell’i-esima
particella, 7" la temperatura e N il numero delle particelle. Si riportano prima
i risultati in cui vengono confrontate le velocita ottenute sperimentalmente e
quelle secondo la distribuzione teorica, come in Figura (4.9) per una tempe-

ratura di 1500K. Appurato ci6 si procede ad attivare il termostato andando

2000
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Figura 4.9: Confronto tra la curva sperimentale e quella teorica secondo Maxwewl-

Boltzman per una temperatura T=1500K.

a sostiutire, con una frequenza scelta dall’operatore, ad una particella presa
casualemente, la sua velocita con quella calcolata secondo la distribuzione
di Maxwell-Boltzman. Si riportano in Figura (4.10) e in Figura (4.11) I'an-
damento di cicli termici secondo tale algoritmo e quello precedente velocity

rescaling.
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Figura 4.10: Andamento di alcuni cicli termici secodo ’algortimo del termostato

di Anderson. 1) Riscaldamento da 0K a 1200K; 2) Equilibrazione a 1200K; 3)

Raffreddamento da 1200K a 800K.
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1) Riscaldamento da 0 a 1200K; 2) Equilibrazione a 1200K; 3)
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4.4.3 Funzione di distribuzione a coppie

La struttura di un semplice fluido monoatomico é caratterizzata da un
set di funzioni di distribuzione per le posizioni atomiche, la pit semplice
delle quali prende il nome di funzione di distribuzione a coppie indicata
con g(r;,rj) o semplicemente g(r). Tale funzione é definita, in un insieme
canonico (NVT), dalla seguente relazione:

N(N B 1) f e_U(rl ,,,,, I‘N)/Tdr3 ...y
o f e~ UrLrn)/Tdyy . .1y

g(ry,ry) = (4.35)

dove l'integrale al denominatore é la configurazione integrale dell’insieme ca-
nonico (indicata solitamente con Zyyr) che differisce da quello al numeratore
in quanto in quest’ultimo sono esclusi ry e ry.
Una definizione equivalente nel caso di sistemi omogenei,utilizzata nel calcolo
computazionale, é invece:

g(x) =p <> Y 6(r)o(r; 1) >= % <Y d(r—1y) > (4.36)

i g i g

Tale funzione descrive l'organizzazione locale media nell’intorno di un dato
atomo e rappresenta una caratteristica significativa nella fisica dello stato
liquido. La definizione delle g(r) implica che pg(r)dr sia proporzionale alla
probabilita di trovare un atomo nel volume dell’elemento dr ad una distanza
r da un dato atomo e, in tre dimensioni, 47pg(r)r?Ar é il numero medio di
atomi in una sfera di raggio r e spessore Ar che circonda ’atomo in esame.
Dalla definizione della g(r) secondo la (4.36) risulta evidente che pud essere
misurata utilizzando un istogramma delle distanze tra le coppie di atomi.

Quindi se h,, ¢ il numero delle coppie di atomi (i,5) per le quali:

(n—1)Ar <1 <nAr (4.37)
e, assumendo che Ar sia sufficientemente piccolo, si ottiene come risultato:
Vh,
n) = ——— 4.38
9(rn) 2 N2r2 Ar ( )

rn=(n—1/2)Ar (4.39)
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Ovviamente la g(r) pué essere calcolata solo per r < L/2 con L lunghezza
della cella di simulazione, in accordo con il principio della minima immagine.
Si riportano ora esempi di quanto sopra esposto.

Si sono effettuate simulazioni con atomi di silicio utilizzando il potenziale
Lennard-Jones. In tutti i casi riportati il sistema é stato opportunatamente
equilibrato in modo da permettergli di raggiungere una condizione struttu-
rale e dinamica corrispondente alla temperatura di osservazione desiderata.
La fase di equilibrazione é tanto pii importante quanto piu il sistema é di-
sordinato. In Figura (4.12) si pué notare il perfetto andamento della g(r),
confrontato con riultati noti [37], per un cristallo di silicio alla tempertura di
300K. Come si vede la g(r) a basse temperature é sostanzialmente formata
dalla somma di varie delta di Dirac, ognuna delle quali é centrata intorno
alla distanza cristallina tra coppie di primi, secondi, terzi, quarti vicini. L’in-
tensita di questi picchi é il rapporto tra la probabilita di trovare una coppia
di atomi a quella ben precisa distanza nel cristallo rispetto ad un continuo
ideale alla stessa densita. Calcolando poi I'area del primo picco si evidenzia
un valore pari a 4.0277 il quale corrisponde esattamente al numero dei primi
vicini. Ripetendo la simulazione per il silicio liquido a 1800K, si ottiene il
grafico rappresentato in Figura (4.13) dal quale si deduce che I’area del primo

picco é pari a 5,26.
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Figura 4.12: Andamento della funzione di correlazione a coppie g(r) per il silicio

cristallino alla temperatura di 300K.
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Figura 4.13: Andamento della funzione di correlazione a coppie g(r) per il silicio

liquido alla temperatura di 1800K.
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Capitolo 5
La meccanica del continuo

Tale capitolo descrive le equazioni base che regolano la meccanica del
continuo mediante I’approccio lagrangiano totale. Si prosegue quindi con un
rapido accenno al metodo degli elementi finiti per poter introdurre il concetto
delle funzioni di forma. Esse infatti entrano in gioco, nella definizione delle
equazioni del continuo e quindi anche nella zona di interfaccia del metodo
multiscala considerato. In particolare si definiscono in coordinate locali fun-

zioni di forma lineari, quadratiche e cubiche.

5.1 Generalita

La meccanica del continuo ¢ quella branca della fisica, in particolare della
meccanica, che si occupa dello studio dei corpi continui. Un sistema con-
tinuo ¢ quindi un modello fenomenologico adatto a descrivere sistemi fisici
macroscopici in quei casi in cui la dimensione dei fenomeni osservati sia tale
che la fenomenologia non sia affetta dalla struttura molecolare della materia.
Caratteristiche come la struttura di un cristallo appaiono quindi come in un
modello continuo attraverso le equazioni costitutive. Lo scopo della mecca-
nica del continuo e quello di descrivere il comportamento di solidi, fluidi, o

strutture in generale.

73



La meccanica del continuo 74

Per problemi che comprendono complicate geometrie, condizioni di carico
e particolari proprieta dei materiali, I’approccio continuo, pur permettendo
una formulazione matematicamente coerente e meccanicamente ben fondata,
richiederebbe la soluzione di equazioni differenziali ordinarie (ODE) o alle
derivate parziali (PDE) di difficile risoluzione. Anche nell’ambito di vali-
dita dell’ipotesi di piccoli spostamenti, soluzioni di problemi concreti sono
disponibili solo per un certo numero di casi particolari. Tali soluzioni sono
indubbiamente importanti ma non esaustive dei problemi di interesse inge-
gneristico. Dobbiamo quindi far riferimento a metodi numerici basati sulla
discretizzazione del modello continuo e in particolare al Metodo degli Ele-
menti Finiti (FEM) 1.

La formulazione di tale metodo si basa sulla ricerca della soluzione di un
sistema di equazioni algebriche come soluzione approssimata del sistema di
equazioni differenziali di partenza in punti discreti del continuo. Si proce-
de quindi alla discretizzazone del corpo il quale viene suddiviso in un certo
numero di porzioni dette appunto elementi finiti, il cui comportamento sara
specificato da un certo numero di parametri. Su questa base viene definito il
comportamento di ogni singolo elemento e quello dell’intera struttura viene
poi ricostruito assemblando gli elementi di cui ¢ composta, che sono connessi
tra di loro e con il supporto esterno solo in determinati punti detti nod:.
Gli spostamenti dei punti nodali sono le incognite del problema. L’insieme
di elementi finiti e nodi rappresenta la discretizzazione del corpo continuo
e ne rappresenta la mesh. Cosl facendo potranno essere noti spostamenti o
tensioni in ogni punto di ogni elemento finito dipendendo questi solo dagli
spostamenti o dalle tensioni presenti nei nodi. Tale approccio ci permette
quindi di convertire un problema con un infinito numero di gradi di liberta
ad uno con un numero finito semplificando notevolmente la risoluzione del

problema. Per avere una buona accuratezza della soluzione, il numero di nodi

Tl moderno sviluppo del FEM inizia nel 1940 nel campo dell’ingegneria strutturale
con i lavori di Hrennikoff [41] nel 1941 e di McHenry [42] nel 1943 i quali usarono un

elemento monodimensionale per ricavare lo stato tensionale di un solido continuo.
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dovra essere abbastanza elevato, il che comportera, per problemi con geome-
trie complicate, una costo computazionale maggiore. Sara quindi necessario,

a seconda dei casi, scegliere un compromesso tra un’accurata discretizzazione

e tempi computazionali richiesti.

PYVYiibvy

Elemento
finito
Nodo

Figura 5.1: Esempio di corpo discretizzato con il metodo agli elementi finiti.

5.2 Concetti base di meccanica del continuo

Consideriamo un corpo in uno stato iniziale al tempo t = 0 come mostra-
to in Figura (5.2); il dominio del corpo nello stato iniziale ¢ indicato con €
ed e chiamata configurazione iniziale, configurazione di riferimento o confi-
gurazione indeformata essendo priva di deformazioni iniziali. Nel descrivere
il moto e la deformazione del corpo bisogna pero fare riferimento alla con-
figurazione €) che prende il nome di corrente o configurazione deformata. 11
dominio puo essere mono-, bi- o tri-dimensionale; €2 si riferira quindi ad una
linea, ad un’area o ad un volume. Il vettore posizione di un punto materiale
nella configurazione di riferimento ¢ dato da X secondo

nsp

i=1

dove X; sono le componenti del vettore posizione ed e; sono i vettori della base
unitaria di un sistema in coordinate cartesiane; ngp inica invece generalmente

la dimensione del modello. La variabile X prende il nome di coordinata
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»r 6(X, 1)

Figura 5.2: Configuraztione deformata (corrente) e indeformata (iniziale) di un

corpo.

materiale o Lagrangiana. Invece la posizione di un punto nella configurazione

corrente e chiamata coordinata spaziale o Euleriana ed & definita da

nsp

X =€ = Z xT;€e; (52)
i=1
con analogo significato dei simboli. Il moto del corpo ¢ quindi descritto da
x = ®(X,1) (5.3)

dove x e la posizione del punto materiale X al tempo ¢ e la funzione ® associa
punti della configurazione di riferimento a quella corrente.

In base a quanto detto possiamo descrivere la risposta del continuo secondo
due approcci. Nel primo le variabili indipendenti sono le coordinate mate-
riali X; e il tempo t prende il nome di descrizione lagrangiana o materiale.
Nel secondo le variabili indipendenti sono le coordinate spaziali x e il tem-
po t prende il nome di descrizione FEuleriana o spaziale. Solitamente, per
lo studio della meccanica dei solidi, si preferisce riferirsi ad una descrizione
lagrangiana in quanto le tensioni su un corpo dipendono dalla deformazione
e dalla sua storia; diversamente per lo studio della meccanica dei liquidi si
preferisce il secondo approccio in quanto le tensioni ed il comportamento di

un fluido newtoniano non dipendono dalla sua storia.
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Nello sviluppo del metodo degli elementi finiti la mesh puo essere descritta
con riferimento alla formulazione Lagrangiana o Euleriana. Per quanto ri-
guarda la formulazione Lagrangiana si possono considerare, a sua volta, due

approcci:

e Formulazione in termini di misure Lagrangiane di tensione e deforma-
zione nelle quali le derivate e gli integrali sono considerati in rispet-
to alle coordinate Lagrangiane (materiali) X, chiamata formulazione

Lagrangiana totale (total Lagrangian formulations)

e Formulazione in termini di misure Euleriane di tensione e deformazio-
ne nelle quali le derivate e gli integrali sono considerati rispetto alla
coordinata Euleriane (spaziali) x, chiamata formulazione Lagrangiana

aggiornata (updated Lagrangian formulations)

La maggiore differenza tra le due formulazioni ¢ nel diverso punto di vista:
le varibili sono descrite nella total Lagrangian formulations nella configura-
zione originale, nella updated Lagrangian formulations nella configurazione
corrente. Nonostante cié i meccanismi che vi stanno alla base sono identi-
ci; e quindi possibile trasformare espressioni definite nella total formulation
nell’'updated formulation e viceversa. Per quanto riguarda la formulazione
Euleriana i nodi sono fissi nello spazio e le variabili dipendenti sono funzione
delle coordinate spaziali euleriane x e t.

In questa sede faremo riferimento alla total Lagrangian formulation.

5.2.1 Le equazioni fondamentali

La meccanica del continuo ¢ governata da un gruppo di equazioni fon-
damentali che derivano dalle leggi di conservazone conosciute anche come
leggi di bilancio. Per avere il quadro completo dobbiamo considerare an-
che le equazioni costitutive, necessarie per descrivere il comportamento del
materiale tramite una relazione tra tensione e deformazione, le condizioni al

contorno e le condizioni inziali. Vediamo nel dettaglio queste relazioni.
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Equazione di conservazione della massa.

Dato un corpo €2 nello spazio la massa di tale materiale e definita da:
m(Q) = / p(X, t)dQ2 (5.4)
Q

dove p(X,t) ¢ la densita. In accordo con il principio di conservazione della

massa, ossia la massa di un materiale rimane costante nel tempo, si ha che:

Dm D

o = Di de =0 (5.5)

e applicando il teorema di Reynolds 2

/ (% + pdiv(v )) dQ =0 (5.7)

Estraendo la PDE dalla forma integrale: * otteniamo:

D
F? + pdiv(v) = 0 (5.8)

che rappresenta 1’equazione di conservazione della massa, detta anche equa-
zione di continuita.
In coordinate Lagrangiane I'Equazione (5.5) puo essere integrata nel tempo

per ottenere la seguente equazione algebrica

/de = constant :/ PodY (5.9)
Q Qo

Utilizzando lo Jacobiano (che ricordiamo essere J=detF con F = 0®/0X

gradiente di deformazione) ed estraendo dalla forma integrale otteniamo:

p(X,t) = J(X,t) = po(X)  pJ = po (5.10)

2Gi ¢ fatto riferimento alla seguente forma del Teorema, del trasporto di Reynolds:

D o Df(x, t) (91}1'

3Se f(x,t) & C e [, f(x,t)dQ = 0 per ogni sottodominio € di € e il tempo ¢ € [0,7]
allora f(x,t) =0 in Q per t € [0,
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che rappresenta l’equazione di conservazione della massa in coordinate La-

grangiane.

Equazione di conservazione del momento lineare.
L’equazione di conservazione del momento lineare o principio di bilancio del
momento ¢ equivalente alla seconda legge del moto di Newton.
In termini lagrangiani I’equazione del momento nella configurazione di rife-

rimento e espressa da:
p(t) = / pov (X, t)d (5.11)
Qo

mentre le forze totali agenti sul corpo sono date dalla somma delle forze di
massa b(X,t) agenti nel dominio stesso e dalle forze di trazione agenti su

una parte del suo contorno ty(X,t) secondo la relazione
QO 1—‘0
Dalla seconda legge di Newton abbiamo che:
dp
— =f 5.13
e, sostituendo in essa la (5.11) e la (5.12) otteniamo:

d

—_ ponQ():/ pobdQQ+/ todro (514)
dt Qo Qo To

Portando dentro la derivata materiale nel termine a sinistra dell’'uguale, in
quanto il dominio di riferimento e costante nel tempo, ed applicando al se-
condo termine a destra dell'uguale la legge di Cauchy * e successivamente il

Teorema di Gauss (si veda a riguardo I’Appendice A) otteniamo:

ov(X,t
Qo

4La legge di Cauchy definisce il tensore della tensione o secondo la relazione: n - odl’ =
tdl' dove t indica le forze si trazione. Nella configurazione di riferimento la precedente

relazione diventa ng - Pdl'g = todl'g. P rappresenta il tensore di Piola-Kirchhoff
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e, data 'arbitrarieta di d€)q si ha:

ov(X,t)
Po—at

OP..
0 P+ po o mii=5y + po (5.16)

che rappresenta 1’equazione di conservazione del momento in forma Lagran-

giana, con P tensore di Piola-Kirchhoff.

Equazione di equilibrio.
L’equazione di equilibrio si ottiene dalla (5.16) quando 'accelerazione € nulla:
OP;;

-P b=0
Vo-P+po 0 X,

+ pobi =0 (517)

Se siamo in piccole deformazioni la tensione nominale ¢ sostituita dal tensore

di Cauchy e si ottiene:

V() O+ pob =0 (518)

Equazione di conservazione del momento angolare.

F-P=P".F (5.19)

dove P ¢ il primo tensore di Piola Kirchoff ovvero la tensione nominale e F
e il gradiente di deformazione.
Si riporta solo 1’equazione finale per maggiori dettagli si faccia riferimento

all’Appendice B.

Equazione di conservazione dell’energia.

in ow™ (X, t : _

po’™ =FT . P =P FT (5.21)

La (5.20) nel caso in cui sia presente conduzione di calore, la (5.20) se questa

¢ assente.
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Si riporta solo ’equazione finale per maggiori dettagli si faccia riferimento

all’Appendice C.

Equazioni costitutive.
Rappresentano in generale il legame tra la tensione nominale P e la defor-

mazione ¢ secondo la relazione:
P(X,t) = EPFe(X,t) (5.22)

Nel caso di piccole deformazioni il paramentro del materiale EX* corrisponde
alla matrice D e la tensione nominale al tensore di Cauchy. Si ha pertanto

in notazione matriciale:
o =De (5.23)

Nel caso di grandi deformazioni e utile notare che la tensione nominale &

definita in termini di potenziale:

ow(F) ow
OF ° TR, (5.24)
dove w = pw'™ rappresenta l'energia interna per unita di volume e w™

I’energia interna per unita di massa. Il lavoro interno totale ¢ dato da:

Wit = / wdS (5.25)
Qo

Condizioni al contorno.
Dato un corpo €2 e di contorno I' le condizioni al contorno definite in esso
sono di due tipi: condizioni al contorno di Dirichlet applicate su una parte del
contorno I', su cui sono presenti degli spostamenti imposti, ovvero il corpo ¢
ivi vincolato, condizioni al contorno di Neumann su una parte del contorno

I'; dove sono applicate delle forze di trazione:

u=u su [, (5.26)
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no(X,t)=t su I (5.27)
E importante notare che I'y NIy =0e ', U, =T

Condizioni iniziali.
Per poter risolvere le equazioni differenziali abbiamo bisogno delle condizioni
iniziali. Queste possono essere espresse in funzione di spostamenti e velocita

(5.28) o tensioni e velocita (5.29).
u(X,0) =ue(X) u(X,0) =u(X) (5.28)
o(X,0) =0o(X) u(X,0)=1uy(X) (5.29)

5.3 Alcuni concetti del metodo degli elementi
finiti

Tale metodo si basa sulla ricerca della soluzione di un sistema di equazioni
algebriche come soluzione approssimata del sistema di equazioni differenziali
di partenza in punti discreti del continuo. I punti in cui sara nota la soluzione
sono i nodi del nostro dominio. Il dominio €2 viene quindi diviso in e = 1, n,
elementi finiti, ognuno dei quali definisce un proprio sottodomnio €2, . Ogni
elemento finito € a sua volta definito tramite un certo numero di nodi X; con
I = 1,ny numero di nodi di un elemento. In totale il corpo avra invece X,
I = 1, m nodi. Gli spostamenti, incogniti, in qualunque punto del dominio
vengono definiti come combinazione lineare degli spostamenti calcolati nei
nodi dell’elemento a;; (I = 1,ny), per delle opportune funzioni, secondo la

seguente relazione
nN
wi(X, 1) ~ (X, 1) = > Ni(X)au(t) (5.30)
=1

Le funzioni N (indicazione matriciale) prendono il nome di funzioni di forma

e sono definite in modo tale da soddisfare la condizione:

Ni(Xj) = d1s (5.31)
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dove 07, ¢ il simbolo di Kronecker: d;; =1sel =J, d;;=0se I # J.
Secondo tale assunzione e mediante il Metodo dei residui pesati o tramite
principi variazionali si arrivano a definire le equazioni discretizzate a partire
da quelle continue che descrivono il comportamento di un corpo. Per quanto
riguarda l’equazione del moto, in termini Lagrangiani, essa ¢ espressa dalla
seguente relazione:

N
/ NipobidY+ | N%dr ONy
Q

Nl = 5% ——P;;dQ = / Nipoii;dQ (5.32)
Ft

0, in termini matriciali da:

/ N”pobdQ + [ N'tdll — / B DBad() = / NTpoNadQ  (5.33)
Q Q Q

ry
I termini a primo membro della (5.32) e della (5.33) rappresentano le forze

nodali esterne ed interne ® presenti nel dominio:

eat / NrpobsdS) + / N2dD et = / N7 pobd) + / INGEZ
rY
(5.34)
ON;

mt— [ = PdQ £l = / B DBad2 5.35
il Q@X] J O a ( 3 )

Con riferimento al termine a destra dell’equazione (5.33) possiamo ricavare:
M, = / N7 poNdS2, (5.36)
Qe

che rappresenta la matrice di massa del singolo elemento finito. Dall’espres-

sione delle forze interne si definisce invece:
K, = / B DB, (5.37)

la matrice di rigidezza del singolo elemento finito.

In base a queste considerazioni si puo definire I’equzione del moto in forma

5Le forze nodali esterne ed interne possono essere definite anche in termini di lavoro
virtuale esterno ed interno rispettivamente: SW™ = Gu,; firt = duil fQ S+ Pﬂon e
SWert = Sy f5E = 6uzl{fﬂ NipobidQg + fro t;dT'o }. Per maggiori chlanmentl si faccia

riferimento a ([18])
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matriciale sulla base dello studio del continuo discretizzato con il metodo agli

elementi finiti.
ft _-Ka=Ma o " —f"=Ma (5.38)

Le matrici e i vettori appena calcolati sono relativi al singolo elemento fi-
nito; I'unione di tali quantita per tutti gli elementi finiti in cui il domino é
stato discretizzato portera alle matrici e vettori globali. Con riferimento alla

matrice di rigidezza

K=|JK. o K.= [ B/DB;dQ, (5.39)
e=1

Qe

dove n, ¢ il numero di elementi finiti in cui il domino é stato discretizzato.

5.4 Le funzioni di forma

In generale gli elementi finiti (FE) possono essere mono-, bi- o tridimen-
sionali a seconda della dimensione del problema che dobbiamo trattare. A
parita di dimensione, ogni elemento finito pué essere definito da un numero
pit o meno elevato di nodi. Maggiore sard il numero di nodi e pit accurata
sard la soluzione, a scapito ovviamente del costo computazionale. Vari so-
no i tipi di elemnti finiti che si possono utilizzare: Lagrangiani, Hermitiani,
Isoparametrici o Serendipity. Ognuno di questi é definito tramite opportune
funzioni di forma N (shape function) le quali sono alla base del metodo degli
elementi finiti.

Consideriamo in questa sede elementi finiti di tipo lagrangiano in quanto le

funzioni di forma sono definite secondo il Polinomio di Lagrange:

Ne@) T] )( x__zj]) (5.40)

i=1G4) N

Per descrivere elementi finiti lineari a due nodi (Figura 5.3) gli spostamenti

nodali saranno dati, secondo la (5.30) da:

u= N4\ + Nl (5.41)
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s

(e}
N

(e)
NZ

Figura 5.3: Andamento della funzione di forma per elementi finiti lineari a due

nodi.
dove:
N(e) - xr — l‘ge) _ CEée) — T
1 x(e) _ x(e) [(e)
! (j) © (5.42)
N(e) xr — :L‘l . xr — ZEl
2 e e -
xé) o :cg ) 1(e)

con [® lunghezza totale dell’elemento.

Solitamente, perd, non ci si riferisce alle coordinate (cartesiane) nella configu-
razione di riferimento, bensi a delle coordinate (£, ) dette locali o intrinseche.
Queste possono essere considerate come un set di coordinate materiali in una
mesh lagrangiana; sard quindi analogo descrivere le funzioni di forma in una
delle due formulazioni. Le coordinate intrinseche sono inidcate con &; e so-
no descritte nel dominio locale o biunitario indicato con O . La funzione
che identifica il passaggio dal dominio locale alla configurazione corrente é
x = x(&, ), mentre dal dominio locale alla configurazione iniziale é X = X (&)

¢ 11 moto di ogni elemento pué essere quindi descritto (Figura (5.4)) da:

6Si ricorda che la funzione che definisce il moto é x = x(X,t) = ®(X,t) ossia il

passaggio dalla configurazione iniziale a quella di riferimento.
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current

time ¢ configuration, Q

x=0(X, f) /’ / / x(f;-,q &
/ ,,I ,,/ * parent
/ / / 2 element.
i ) 51

initial

configuration, £

Figura 5.4: Configurazione iniziale e corrente di un elemento lagrangiano e le
relazioni tra questo e I’elemento locale rappresentativo.

x = x(X,0) = x(€(X), 1) x(X,1) =x(€,1) (5.43)
e, tramite le funzioni di forma, mediante la seguente relazione:

x(€,1) = N1 (€)% (1) (5.44)

dove le funzioni di forma dipendono solamente dalle coordinate intrinseche,
mentre la dipendenza dal tempo risiede solo nelle coordinate nodali. In ana-
logia anche spostamenti, velocitéd e accelerazioni sono definiti come la (5.44).

Introducendo quindi il sistema delle coordinate locali £ per I’elemento lineare

si ha che:
£E=-1 all’estremo sinistro dell’elemento (5.45)
£E=0 al centro dell’elemento (5.46)
§=+1 all’estremo destro dell’elemento (5.47)

Possiamo quindi scrivere la relazione generale delle funzioni di forma tramite

il polinomio di Lagrange in termini delle coordinate locali mediante:

Ni(§) = f[ (§_§;> (5.48)

e g¢
i=1G7) §-4
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Nel caso quinidi di un elemento lineare a due nodi, con £ = —1 e & =

le funzioni di forma assumono la seguente espressione:

— 1
Ni() = e =51 -9)
51_52 ) (5.49)
N5(©) = g—¢ =51 +9)

Analogamente possiamo esprimere le funzioni di forma per un elemento

quadratico a tre nodi (Figura (5.5)):

._
b o
(¥

(e)
N§

Figura 5.5: Andamento della funzione di forma per elementi finiti lineari a tre

nodi.

Mo = et e (5.50)
e (6 §I)<§ £3> o o
e (5 51)(5 52) _ §
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e per un elemento cubico a quattro nodi Figura 5.6):

MO = e e ey~ e IEDE-D 6
MO~ T oG oG~ ¢TI PETy 6
o (- E)E-G)E-&) 2T e

RECE A AT R

(€= &)(€§— &) —&3)

e — — _g e L
NiO= e e~ e VEFDE-D (556
S S S
N
1

AL

(e}
NS

4

(e)
N§

N

P s

e ———

Figura 5.6: Andamento della funzione di forma per elementi finiti lineari a quattro

nodi.
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5.5 Metodi per l'integrazione numerica nel
tempo

Le equazioni del moto (5.38) vengono risolte mediante opportuni metodi
che permettono di determinare gli spostamenti nodali in successivi incrementi
temporali. Questi metodi si dividono in Metodi Impliciti o Espliciti. Alla
prima categoria appartengono il Metodo di Newmark (Newmark S-method)
e il Metodo di Wilson-Theta; alla seconda categoria il Metodo delle differenze
centrali il quale risulta essere il pil usato in meccanica computazionale ed in

fisica, di cui si riporta una breve descrizione.

5.5.1 Metodo delle differenze centrali

Sia 0 <t < tg il tempo totale di una simulazione, suddiviso in intervalli
(time step) At™ con n = 1,npg il numero di tali intervalli. Indichiamo con
t" e d” = d(t") il tempo e lo spostamento rispettivamente al tempo t e

definiamo gli incrementi di tempo tramite le seguenti relazioni:
Atn+l/2 _ tn+1_tn tn+1/2 _ l(tn+1+tn) A" = tn+1/2_tn—1/2 (557)
2

La relazione delle differenze centrali per la velocita é:

: dnti/2 — qn 1
n+1/2 — n+1/2 _ n+1/2 _ n
d =v = T A (d d") (5.58)

e, con opportuni passaggi pud essere convertita nella seguente formula di

integrazione:
d ! = q» + Atn+1/2vn+1/2 (559)

L’accelerazione e la corrispondente relazione che ne deriva sono espresse da:

vit/2 _yn—1/2

d' = = tnt1/2 _ yn—1/2 VI = g2 Agtar (5.60)

Sostituendo la (5.58) e la sua controparte per il time step precedente nella
(5.60) si pué esprimere direttamente 1’accelerazione in funzione degli sposta-
menti:

AT (AT —dr) — A T2(dn - dr )

d¢'=a At AP Af—1/?

(5.61)
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Nel caso di intervalli uguali la precedente relazione si riduce in:

(dn—H —2d™ + dn—l)
(Atn)?

d"=a" = (5.62)

Se consideriamo 'integrazione nel tempo applicata all’equazione (5.38), che

al time step n si ha:
Ma" = " = f!(d", t") — f™(d", ") (5.63)

soggetta alle condizioni al contorno identificate da: (5.38), che al time step

n é data da
gr(d")=0  I=1nc (5.64)

dove n¢ rappresentano le componenti degli spostamenti.
Infine I'equazione per aggiornare le velocita é ottenuta sostituendo la (5.63)
nella (5.60):

VL2 = g2 L AV LR (5.65)

mentre gli spostamenti d"™! possono essere determinati tramite la (5.59)

avendo precedentemente calcolato v**1/2 con la (5.65).



Capitolo 6

Metodo di accoppiamento tra
dinamica molecolare e dominio

continuo

Dopo aver descritto, nei precedenti capitoli, i concetti base che regola-
no il continuo e la dinamica molecolare ed avendo studiato diversi modelli
multiscala, si e identificato un metodo in particolare Bridging domain cou-
pling method, per procedere allo studio del comportamento di un modello
cosi definito in seguito alla propagazione del campo di spostamento attraver-
so l'interfaccia.

La prima parte del capitolo viene quindi dedicata ad una descrizione rigorosa
del metodo in esame. Adottando un punto di vista Lagrangiano si considera
I’energia del dominio globale come funzione delle singole energie dei due do-
mini mediati con un opportuno parametro di scala. Nella seconda parte del
capitolo vengono presentate le applicazioni effettuate in riferimento a quanto
esposto. Si e quindi studiato come un’onda ultrasonica si propaga nel pas-
saggio tra i due domini; questo in funzione della forma e della dipendenza

spaziale dell’onda stessa.

91
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6.1 Inquadramento del problema

Tra i vari metodi di accoppiamento che sono stati descritti il Bbridging
domain coupling method. E stato ritenuto piu adatto per lo studio del com-
portamento di un materiale discretizzato in parte con la dinamica molecolare
e in parte con il modello continuo grazie anche alla vasta letteratura di cui
si e potuto disporre.

Come gia accennato il modello studiato dal metodo e mostrato in Figura
(6.1(a)) e (6.1(b)). Il dominio completo nella configurazione iniziale ¢ indica-
to tramite 2y. Il dominio e suddiviso in due sottodomini: quello atomistico,
indicato con Q' e quello continuo indicato con Q. La zona di sovrapposi-
zione dei due sottodomini & invece Q™. Ty e I'{ sono invece rispettivamente

i bordi del sottodominio continuo e di quello atomistico.

o——o0 bond

atom
o continuum node

Figura 6.1: a) Shematizzazione del dominio complessivo. b) Definizione della

zona di interfaccia.

6.1.1 Modello Atomistico

In un isolato sistema di atomi o molecole, 'energia totale, somma di

energia cinetica e potenziale, ¢ costante nel tempo ed identificata con 1'Ha-
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miltoniano Hu:

HA(x;(t),p? () = ; QLmIp? pit + WA(x;(t)) = constant (6.1)

dove m; e la massa dell’atomo I, x; e la posizione dell’atomo I, x; = X;+d;
(X7) ¢ la posizione originale dell’atomo I and d; ¢ lo spostamento dell’atomo

I); p# ¢ il momento definito da
p}q = mp'([ = m]d[ (62)

D’ora in avanti identificheremo la posizione del generico atomo con lettere
italiane maiuscole. La funzione del potenziale totale W4(x) & espresso come
somma tra il potenziale dovuto alle forze esterne e il potenziale interatomico

identificato con wy; = wy(xr,%y). Quindi:

WA = W5+ Wit = = fi%ds + Y walxr,xy) (6.3)

I I,J>1

Tramite le equazioni di Hamilton (Capitolo 4) possiamo ottenere I’equazione

del moto per il dominio atomistico, data dalla seguente relazione:

owA  owgt  owy
8x1 - ad] 8d[

m[&[ _ — ;xt o Iz’nt (64)

dove " = oW /od;

6.1.2 Modello Continuo

Per la spiegazione di tale modello adotteremo un punto di vista Lagran-
giano come descritto nel Capitolo 5. Questo presuppone che ogni atomo che
appartiene anche al dominio continuo rimangano in tale dominio. Con questa
assunzione il metodo non sara applicabile a gas, liquidi o solidi il cui compor-
tamento e caratterizzato dalla diffusione degli atomi, ma solo a solidi amorfi
o cristallini. Si assume inoltre che le deformazioni siano sufficientemente pic-

cole cosi che vuoti o dislocazioni non si sviluppino nel dominio continuo.
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Il continuo ¢ governato da un insieme di equazioni tra cui l'equazione del
momento lineare:

OP;,
X

J

+ pobi = poti; (6.5)

le forze di massa e u gli spostamentl. Il primo tensore di Piola K1rchhoff e

definit tramite il gradiente di deformazione F'

dw,(F)

P=—F

(6.6)

dove w,. ¢ l'energia potenziale per unita di volume. Tale relazione serve
come equazione costitutiva per un modello continuo basato su un potenziale

atomistio. Il potenziale totale del continuo e:
Wt = / we (F)dQS (6.7)
of
Nel dominio continuo I’Hamiltoniano ¢ dato da:
1
HY = KC+W¢ = / —pvivdQ§ +W¢
¢ 2
W = -Wg+ Wg" = Z £ Cu, + / we (F)dQf (6.8)

Qg

_Z papa —l—Wc

dove i pedici in lettere greche indicano la posizione del generico nodo. Le

velocita v(X, t) sono approssimate tramite

1) => Na(X)vi(t) (6.9)

e N,(X) rappresentano le funzioni di forma.

Le equazioni discrete del moto sono:

Myiiio = f3'9 = £ Mo = poVy (6.10)

1 1
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dove M, & la massa del generico nodo a; f&%C e fi"C sono rispettivamente
le forze esterne ed interne date da:
awemt
extC C
extC — —__C 6.11
(¢4 8Xl ( )
Qg (9X] 8Fw (6 12)
ON, (X ON,(X '
= / #Pjidgoc = / #aﬁdﬁc
og  0X; og  0x;

6.2 Bridging domain coupling method

6.2.1 Coupling method

In tale metodo I'energia totale e espressa come combinazione lineare del-

I’energia atomistica e continua. Viene introdotto nel dominio di accoppia-

mento un parametro di scala v definito come ¢ = % dove [(X) ¢ la proiezio-

ne ortogonale di X su Fg’ e ly € la lunghezza di questa proiezione ortogonale

su lﬂf come mostrato in in Figura (6.2). Quindi il parametro 1 &

1 in Qf — Qi
w — [0, 1] in Q%)nt (613)
0 in Qff — Qint
L’Hamiltoniano del dominio complessivo € quindi combinazione lineare dei
singoli Hamiltoniani secondo la relazione:

H=(1—-y)H* +pHC

=S ) PEPE 1 Y k) P PR e
: 7 om, . oM,

(6.14)

dove W4& definita in (6.3) e W in (6.7).

I due modelli sono vincolati nel dominio di sovrapposizione Q" a rispettare
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I.I.l=|:] "I-'=]

LT

b

Figura 6.2: Definizione del dominio di sovrapposizione tra il modello atomistico

e continuo

la seguente relazione:

g1 = {gir} = {wi(X1) — dir} = {Z No(X )i — du} (6.15)

cioie gli spostamenti atomici si devono adattare agli spostamenti del modello
continuo nella posizione degli atomi. Tali condizioni al contorno sono appli-
cate a tutte le componenti degli spostamenti.

Nel metodo dei moltiplicatori di Lagrange (Appendica D), 'Hamiltoniano

totale ¢ scritto come:

HL:H—i—)\Tg:H—l—Z)\}FgI (6.16)
I

dove A; = {\;r} ¢ il vettore di moltiplicatori di Lagrange le cui componenti
corrispondono alle componenti degli spostamenti dell’atomo I. Da notare che
i moltiplicatori di Lagrange sono definiti in corrispondenza delle posizioni
atomiche.

Nel caso si facesse riferimento invece all’augmented Lagrangian method (ap-
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pendice D) ’Hamiltoniano viene modificato mediante 1’aggiunta di un para-

metro § definito 'penalty’ secondo la seguente relazione.
1 1
Hi, =H+ATg+§Bng=H+Z>\?g1+52ﬁg;g1 (6.17)
I I

In tale sede si fara riferimento al metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

6.2.2 Equazioni discrete

Le equazioni del moto per il metodo dei moltiplicatori di Lagrange sono

in questo caso espresse da:

. _ . . C
w(Xa)pa - auO{ w(XQ)ua = @ mn QO
oH OH (6.18)
. L L .
(1—y(X))p; = — pa, (- V)= 5op in Q4.
che portano a:
Maﬁa — f;xtC’ . féntC . f£C in QOC
. (6.19)
mpip = £ — £ — £ i Qf
dove:
M, = (Xy) M, my = (1 —(X))my (6.20)

rappresentano la generica massa nodale e atomica. Le forze esterne, nodali

e atomistiche sono invece definite come:

fertc — ) V(X)NapobdQS + | W(X)N,tdl},
a§ rh

(6.21)
£ = (1= (X0)f;
e in maniera analoga quelle interne:
: ON,(X
0 = [ w0 PeX p aog
Qs J
(6.22)

= (1 o) Y A

I,J>1



Metodo di accoppiamento tra dinamica molecolare e dominio continuo 98

fLC’

Le forze f£¢ e £fF4 dipendono invece dal legame esistente tra i due domini,

esplicitato tramite la (4). Esse sono espresse tramite:

fLC Z )\T agJ Z )\}"Gga
J

fLA Z \TY8J 6gJ o Z ATaA (6.23)
Jadl = e J I
dove NaJ = Na(XJ) [§
Gga = |:§lg1J:| = [NJocI]
) 8gj (6.24)
G = {3_011] = [—d1/]1]

Anche se ci riferiremo alle equazioni appena definite riportiamo per comple-
tezza le relazioni analoghe nel caso si volesse applicare 'augmented Lagran-

gian method:

Mo, = £7¢ — € — £25C in Qf
. (6.25)
mip = 77— £ — M i Qf
dove fALC e £A24 sono date da
0 0
fLC = ZATagJ X Zp JagJ
J J
T (6.26)
:Z)‘?; [NaJI]+Zp [ZNaJua_dJ] [NaJI]
J J o
9g. 7087
fLC — AT
! ; 7 od, Z 57 0d,
(6.27)

= ZA§ [—6,,0) + Z

Z Nrjur — dJ] [ 5IJI]

6.3 Algoritmo esplicito

Per risolvere il modello dinamico accoppiato mediante i moltiplicatori di

Lagrange si fa riferimento all’algoritmo di Verlet (Cap.4) il quale coincide
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con l'algoritmo delle differenze centrali. Noti quindi gli spostamenti u , le
velocita 11 e le accellerazioni 11 all’istante ¢ si possono calcolare le medesime
quantita all’istante t+ At come mostrato nelle seguenti equazioni dove ¢ stata
troncata l'espansione in serie di Taylor.

alt + At) = u(t) + a(t) At + %ﬁ(t)AtQ (6.28)

u(t + At) =ua(t) + L [i(t) + u(t + At)] At (6.29)

2

Vediamo ora in dettaglio le varie fasi dell’algoritmo:

1. Dalle condizioni inziali sono noti gli spostamenti, velocita e accellera-

zioni all’istante ¢ per atomi e nodi.

2. si calcolano gli spostamenti di tentativo all’istante ¢ + 1 mediante le:

. . 1. :
Uy(nt1) = Ua(n) T ua(n)At + iua(n)AtQ mn QOC

: 1-
i1y = di(n) + dim)At + §d1(n)At2 in Qf (6.30)

3. Si calcolano le accellerazioni tramite le equazioni del moto (6.19) senza

considerare le forze ££¢ e 4 derivanti dall’equazione di legame (4) tra

i due domini :

M 1 exr 1 -

Ua(n+1) = Wi [fa(:grl) fa(fzcﬂ)] in Qf

1 1 ex in .

di(ns1) = . [fftnitny — £y in Q (6.31)

4. Si calcolano le velocita di tentativo
. 1 o
ua(n+1) ua(n) + = |: a(n) + lla nt1 } At in QO

2
: : 1 ; ,
di(ng1) = di(n) + 3 [d I(n) T dI(n+1)] At in Qf (6.32)

5. Si calcolano i moltiplicatori di Lagrange necessari per determinare le

velocita effettive secondo i seguenti passaggi:
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e sSi calcoli la matrice Ay,

Arp =AM, Ny GEy — At G, (6.33)
B

e Si calcoli la derivata dell’equazione (4)
= Not), - d; (6.34)

e Si calcoli la matrice A;;

L

A=Y A=Y |AM, Y NuGY, — Aty 'Giy | (6.35)
L B

Tale matrice e costituita da una matrice relativa alla parte con-
tinua e una relativa a quella atomistica,diagonale. In generale la
A;; ha dimensione n X n con n = ngpmny; ngp il numero dello

spazio dimensionale e n) il numero dei moltiplicatori di Lagrange.

e Si calcolino i moltiplicatori di Lagrange
A=A (6.36)
6. Si calcolino le forze dovute dovute all’Equazione (4)

= DA+ Sl

T
— Z AT NI + [ Noju, — dJ] [N,/

(6.37)

7. Si calcolino le velocita effettive allo step ¢ + 1

. . L. ..
Un(n+1) = Ua(n) + 5 [ua(n) Ma fa(n + U (n+1) — M f£ n+1):| At

. L. .. ——1
= Uq(n) + 5 [ua(n) + ua(n+1):| At — M, Atz GgaAJ
J

o % =1
= ua(n+1) — Ma At Z G?aAJ
J
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(6.38)

drinin) = dign) + % [&I(n) — £ + digarn) — m;lff(ﬁﬂ)} At
= djn + % [&i[(n) + Ell(m)} At —m ALY G A
J
=dj,0) — T ALY GHA
’ (6.39)
dove XA = % P‘I(”) + )\I(nﬂ)}

8. Si ripeta il ciclo da 2 a 7.

6.4 Applicazioni

Come gia accennato nel corso del lavoro si vuole analizzare come si pro-
paga un campo di spostamenti nell’interfaccia tra i due domini. E noto che,
per lo studio di strutture o componenti di materiali, molto spesso si faccia
riferimento a tecniche non distruttive mediante la propagazione di onde ad
ultrasuoni. Nel caso in esame, pur essendo un’applicazione di carattere me-
todologico, si presenteranno degli studi di come un’onda di tale tipo si riesca
a propagare dal dominio atomistico a quello continuo.

Si e considerato un esempio monodimensionale il cui schema e riportato in
Figura (6.3) nel quale ¢ stato utilizzato il potenziale interatomico Lennard-

Jones espresso da:

-+ (2)" (2)]

dove ¢ = 0.2J e 0 = 0.11lnm L’intero dominio comprende 3000 atomi e
300 nodi. La lunghezza di un elemento, ossia la distanza tra due nodi, e di
circa Inm. La zona di sovrapposizione puo variare a seconda delle singole
applicazioni come riportato in seguito. Il tempo totale della simulazione e di

14 ps discretizzato in interavalli di 0.002ps.
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dominio atomistico

| =+ atomo
— 04040000000 L 3 nOdO
| dominio di |
| sovrapposizione |
B & & @ & & &
I e

dominio continuo

Figura 6.3: Schema del metodo di accoppiamento tra il dominio atomistico e

continuo in una dimensione.

6.4.1 Comportamento della zona di interfaccia al va-

riare della forma del campo degli spostamenti

Tale applicazione consiste nell’attribuire degli spostamenti iniziali ad una
parte di atomi sotto forma di un’onda sinusoidale semplice ottenuta come
combinazione di basse ed alte frequenze, come presentato in Figura (6.4).
L’onda si propaga poi fino al continuo attraverso la zona di sovrapposizione
che ¢ pari a 3 nm (3 elementi) o0 9 nm (9 elementi). Siriportano i grafici degli
spostamenti finali per questi due casi nelle Figure (6.5) e (6.6). Ingrandendo
tali grafici, Figure (6.7(a)) e (6.7(b)), si puo notare come nel caso in cui la
zona di interfaccia sia meno estesa (3nm) una parte delle alte frequenze ven-
ga riflessa nel dominio atomistico in maniera maggiore rispetto all’altro caso
(9nm).

Consideriamo ora la stessa onda, ma costituita da un numero crescente di
periodi. Si riportano quindi gli spostamenti iniziali e finali di alcuni casi fino
ad arrivare al caso limite dovuto alle condizioni del sistema.

Con tale sequenza di grafici si nota che, in accordo con quanto ricavato pre-
cedentemente, la parte delle alte frequenze che viene riflessa e maggiore nel
caso in cui la zona di sovrapposizione sia di 3nm. Inoltre all’aumentare del
numero dei periodi che descrivono gli spostamenti iniziali tali riflessioni au-
mentano fino al punto che, nelle Figure (6.19(a)) e (6.19(b)), non si riesce

piu ad apprezzare nettamente il miglioramento dovuto dall’estensione della



103 6.4 Applicazioni

zona di sovrapposizione. Quest’ultimo caso, Figure da (6.16) a (6.19(b)), &
stato considerato, in tale situazione, come caso limite poiche, con le dimensio-
ni definite nel sistema di partenza, permetteva al massimo la propagazione
di un’onda con tali caratteristiche attraverso i due domini; ovviamente si
potrebbe estendere il tutto a sistemi maggiori. Tuttavia, gia in questa situa-
zione, e stato necessario portare la simulazione ad un tempo complessivo di
24 ps per permettere all’onda di spostarsi totalmente nel dominio continuo.

Successivamente si sono analizzati gli spostamenti finali di un’onda si-
nusoidale semplice, al variare della sua lunghezza d’onda. Si e riscontrato
che, se la lunghezza dell’onda comprende una distanza di soli due nodi, ossia
rappresenta una delta di Dirac, Figure (6.20(a)) e (6.20(b)) , la sua propa-
gazione nel dominio continuo avviene, ma con notevoli fluttuazioni che, di
conseguenza, comportano delle riflessioni nel dominio atomistico. Tale risul-
tato trova conferma anche dal punto di vista concettuale in quanto, essendo
I'onda compresa all’interno di due nodi, il dominio stesso non e in grado di
descrivere la sua evoluzione mediante gli spostamenti di tali nodi. Man ma-
no che si aumenta la lunghezza d’onda tali fluttuazioni diminuiscono, Figure
(6.21(a)) e (6.21(b)), fino ad arrivare ad un caso, che potremmo chiamare
limite, nel quale si annullano, Figura (6.22). Ovviamente, se la lunghezza
d’onda comprende alcune centinaia di atomi, Figura (6.23), gli spostamenti
finali che si ottengono non presentano tali interferenze. Queste analisi sono
state condotte considerando una zona di sovrapposizione tra i due domini di

9nm.
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Spostamenti (nm)

L L L
a 500 1000 1500 2000
Coordinate atomiche & nodali x(nm)

Figura 6.4: Andamento degli spostamenti iniziali

parte atomistica
—=— parte continua

Spostarnenti (nrm)

| | | | | |
2
] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Coordinate atomiche e nodali % (nm)

Figura 6.5: Andamento degli spostamenti finali ottenuti in seguito al passaggio

dell’onda attraverso la zona di sovrapposizione di lunghezza pari a 3 nm.
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parte atomistica
—=— parte continua

Spostarnenti (nrm)

| | | | | |
-2
1] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Coordinate atomiche e nodali % (nm)

Figura 6.6: Andamento degli spostamenti finali ottenuti in seguito al passaggio

dell’onda attraverso la zona di sovrapposizione di lunghezza pari a 9 nm.

x 107

T T I I
parte atornistica

—=— parle continua

Spostamentl {nm)
o
;

5 1 1 1 L 1 | | L |
2000 2200 2400 2600 2600 3000 3200 3400 3600 3800 4000
Coordinate atomiche e nodali x {nm)

(a) 3nm
x10°
5 T T T T I
parte atomistica

= —=— parte continua
=

=S

5

S 0 Eeoipimaia, R B

Iz

a

N

| L

b 1 L 1 1 l | |
fum 2200 2400 2600 2600 3000 3200 3400 3600 3800 4000
Coordinate atomiche e nodali x (nm)

(b) 9nm

Figura 6.7: Ingrandimento degli spostamenti finali per evidenziare le riflessioni

nel dominio atomistico.
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Spostamenti (nm)

L 1 L 1 L 1 L 1 L
i 200 400 500 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Coordinate atomiche & nodali x{nm;)

Figura 6.8: Andamento degli spostamenti iniziali ottenuti con un’onda formata

da un periodo.

parte atomistica
—=— parte continua

Spostamenti (nm)

| | | | | |
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Coordinate atorniche e nodali ® (nrm)

Figura 6.9: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 3 nm e con un’onda formata da un periodo.
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parte atomistica
—=— parte continua

Spostamenti (nm)

| | | 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 E000 7000
Coordinate atomiche e nodali x (nm)

Figura 6.10: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 9 nm e con un’onda formata da un periodo.

w107

I I
parte atomistica
—=— parte continua

Spostamenti (nm)

55 I I I 1 I I I I I
2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000

Coordinate atomiche e nodali x (nm)

(a) 3nm

w0

I I
parte atomistica
—=— parte continua

Spostamenti {nm)
3
{
3
3

5 I I I | I | I 1 |
2000 2200 2400 26800 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000

Coordinate atomiche e nodali x (nm)

(b) 9nm

Figura 6.11: Ingrandimento degli spostamenti finali per evidenziare le riflessioni

nel dominio atomistico con un’onda formata da un periodo.
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Spostament (nm)

1 L L 1 1 1 1 L L
i 200 400 500 B0 1000 1200 7400 1600 1800 2000
Coordinate atomiche e nodali x(nm)

Figura 6.12: Andamento degli spostamenti iniziali ottenuti con un’onda formata

da due periodi.

parte atomistica
& —&— parte continua

Spostarnenti {nrm)

2 1 1 1 | | |
o 1000 2000 3000 4000 5000 B000 7000
Coordinate atomiche e nodali x {nm)

Figura 6.13: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 3 nm e con un’onda formata da due periodi.

parte atomistica
gl —=— parte continua

Spostamenti {nm)

| I | 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000
Coordinate atomiche e nadali x (nm)

Figura 6.14: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 9 nm e con un’onda formata da due periodi.
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-4

x 10
1 T T
parte atomistica
g —=o— parte continua
£
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o
o
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-1 I I I I I I I I I
2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000
Coordinate atomiche e nodali x (nm)
(a) 3nm
x10™
1 T T
— parte atom
'é\ —=e— parte continua
=
5
IS 0
8
i3
o]
o
n
1 I I I I I I I I I
2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000

Coordinate atomiche e nodali x (hnm)
(b) 9nm

Figura 6.15: Ingrandimento degli spostamenti finali per evidenziare le riflessioni

nel dominio atomistico con un’onda formata da due periodi.
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Spostamenti (nm)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 200 400 500 300 1000 1200 1400 1800 1800 2000
Coordinate atomiche & nadali x(nmj

Figura 6.16: Andamento degli spostamenti iniziali ottenuti con un’onda formata

da quattro periodi.

. ! J — parte atomistica
—=— parte continua

Spostamenti {nrm)

| | | | |
[u] 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Coordinate atoriche e nodali x (nrm)

Figura 6.17: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 3 nm e cno un’onda formata da quattro periodi.

parte atomistica
5 —=— parte continua

Spostamenti (nm)

2 1 | | | 1
u] 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Coordinate atorniche e nodali x (nm)

Figura 6.18: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con una zona di

sovrapposizione pari a 9 nm e con un’onda formata da quattro periodi.
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x 10"
1
— parte atomistica
E —=e— parte continua
.g .
£
8
1%
]
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)
1 | I I
4500 5000 5500 6000 6500
Coordinate atomiche e nodali x (nm)
(a) 3nm
x10™
1
= parte atomistica
£ —o6— parte continua
5o
£
5]
8
0
]
o
n
-1 | I I
4500 5000 5500 6000 6500

Coordinate atomiche e nodali x (nm)
(b) 9nm

Figura 6.19: Ingrandimento degli spostamenti finali per evidenziare le riflessioni

nel dominio atomistico con un’onda formata da quattro periodi.
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10 T T 1 T :
parte atomistica
—=— pane continua

= o
T T
| 1

Spostamenti (nmy)
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|

1 1 1

| 1 1
o 1000 2000 3000 4000 /000 000 7000
Coordinate atomiche e nodali x (nm)

(a) spostamenti finali complessivi

¥ 10
2 T T T T T T

parte atomistica
16} | —= parte cantinua -

=
i)

=

Spostamenti (nm)

=
fag]

i) |

| 1 I I
2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

-1.5

Coordinate atomiche e nodali x {nm)

(b) ingrandimento degli spostamenti atomici

Figura 6.20: Propagazione di un’onda comprendente nella sua lunghezza due nodi
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w10
10 T T T T T T
parte atormistica
—=—parte continua
B - —
€ st .
=
2 at -
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h 2F -
D ! -
] 1 | I | | 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
Coordinate atomiche e nodali x (nm)
(a) spostamenti finali complessivi
win®
10 T T T I
pate atomistica
—=—parte continua
E = —

Spostamenti {fimy)
=

0 Sl -
2 L I | 1
3000 3500 4000 4500 a000

Coordinate atomiche e nodali x (nm)

(b) ingrandimento degli spostamenti atomici

Figura 6.21: Propagazione di un’onda comprendente nella sua lunghezza dieci

nodi
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10 T T T T T T

—=—parte continua

parte atomistica

[n7]
T

N
T

Spostamenti (nm)
[ )
T

-7 | ! | | ! !

=

0 1000 2000 3000 4000 5000 000
Zoordinate atomiche & nodali % (nm)

Figura 6.22: Propagazione di un’onda comprendente nella sua lunghezza venti

nodi.

6.4.2 Comportamento della zona di interfaccia al va-

riare della funzione di forma

Tale applicazione vuole analizzare il campo degli spostamenti finali in se-
guito ad un cambiamento delle funzioni di forma. Fino ad ora, si sono sempre
considerate funzioni di forma lineari; analizzaremo quindi il comportamen-
to dell’onda nel caso queste siano quadratiche o cubiche. Si ricorda che la
definizione di funzioni di forma di tale tipologia e stata data nel Capitolo
5. Applicando quindi funzioni di forma quadratiche, Figure da (6.24(a)) a
(6.27(b)) e modificando lo spessore della zona di sovrapposizione da 3 fino a
12 elementi si nota che 'onda si propaga in maniera simile al caso di funzioni
di forma lineari. Precisamente, pur notando che sono necessari nove elementi
affinche le riflessioni siano di lieve entita, la lunghezza effettiva che compren-
de tale zona di interfaccia e in realta il doppio rispetto a quella del caso con

funzioni di forma lineari. Infatti la distanza tra due nodi rimane inalterata

7000
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Figura 6.23: Propagazione di un’onda comprendente nella sua lunghezza

centosessanta nodi.

nei due casi, ma per funzioni di forma quadratiche I’elemento comprende tre
nodi quindi la sua lunghezza e due volte quella dell’elemento a due nodi.

Ripetendo la stessa analisi con funzioni di forma cubiche, Figure da (6.28(a))
a (6.30(b)) si osserva che esse non riescono a descrivere il passaggio dell’onda
tra i due domini i quali non combaciano piu nella zona di sovrapposizione.
Tale comportamento risulta maggiore all’aumentare del numero degli elemen-
ti che compongono la zona di interfaccia. Non si riesce pertanto in questo
a caso trovare un legame tra 'ordine della funzione di forma e I’estensione

della zona di sovrapposizione.
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Figura 6.24: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

quadratiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 3 elementi.
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Figura 6.25: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

quadratiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 6 elementi.
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Figura 6.26: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

quadratiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 9 elementi.
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Figura 6.27: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

quadratiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 12 elementi.
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Figura 6.28: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

cubiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 3 elementi.
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Figura 6.29: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

cubiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 6 elementi.
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Figura 6.30: Andamento degli spostamenti finali ottenuti con funzioni di forma

cubiche e lunghezza della zona di sovrapposizione pari a 9 elementi.
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Teorema di Gauss

Caso monodimensionale:
Tale teorema indica che, per una funzine f(x) di clasee C° l'integrale delle

derivate ¢ definito da
b
[ fuade=50) - (0 1)

e prende il nome di teorema fondamentale del calcolo integrale. Se la funzione

¢ di calsse C~ ! invece:

[ Fads = 50) = £(@) + o) )

Caso generale:
Il teorema di Gauss afferma che, quando f(X) ¢ una funzione di classe C°,

allora nella configurazione di riferimento abbiamo:

/Q ag—?dfz— /F nif(x)dl o /Q V f(x)dQ = /F nf(x)dl (3)

ossia trasforma un integrale di volume in un integrale di superficie.
L’equazione suddetta e valida per un tensore di qualsiasi ordine; in particolare

se ho un tensore del primo ordine si ha:

/Qacéf) = /ﬂifﬂx)df ° /j-g(x)dﬂ = / n-gx)dl  (4)
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La (4) & spesso conosciuta come il teorema della divergenza.

Il teorema e valido anche per gradienti del campo vettoriale per i quali si ha:

99:(X) 1) _ /ﬁﬂl<w o!/vg )dQ) = /n®g (5)

Q 81’]

e per tensori di vario ordine.

Si noti che se la funzione f(x) non ¢ differenziabile, cio¢ le sue derivate
sono discontinue lungo un numero finito di linee (in 2D) o superfici (in 3D)
allora €2 deve essere diviso in sottodomini cosi che le funzioni siano di classe
C% all’interno di ogni sottodominio. Le discontinuita nelle derivate delle
funzioni si troveranno tra le interfacce dei sottodomini. Il teorema di Gauss
¢ applicato ad ogni sottodominio e, sommando i risultati si ottengono le

relazioni anaologhe alle (3) e alle (4):

af / 0gi
= fnidF+/ fn;|dl’ / dQ) = /nigidf‘%—/ n;g;|dl’

(6)

dove T ¢ l'insieme delle interfacce tra i sottodomini e [fn] e [n-g] sono i

salti (jumps) definiti da:

[fn] = f'n* + fPn® o [fn]-n" =4 fP

A _ B

(7)
[n-g] = [gini] = g'ni + gPnf = (g7 — gP)ni* = (P — g{*)n!

A e B rappresentano due sottodomini che confinano con l'interfaccia I';,;, n

e n® sono le normali esterne ai due sottodomini, f4 ef” sono i valori della

funzione nei punti adiacenti all’interfaccia nel sottodomini A e B.
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Equazione di conservazione del

momento angolare

La forma integrale dell’equazione di conservazione del momento ango-
lare & ottenuta come prodotto vettoriale di ogni termine dell’equazione del

corrispondente principio del momento lineare con il vettore posizione x:

D
—/xxpde:/xprdQ—l—/xxtdF (1)
Dt Jr Q r

In altri termini ’equazione di conservazione del momento angolare richiede

che il tensore di Cauchy sia un tensore simmetrico, ossia:

O'ZO'T (0} Oij = O0j; (2)

Quindi il tensore di Cauchy rappresenta, in un problema bidimensionale, un
tensore in tre varibili distinte, mentre in un problema tridimensionale con sei
varibili.

E noto che il tensore di Cauchy e la tensione nomimale (primo tensore di
Piola Kirchhoff), definita sulla configurazione di riferimento, sono definite

dalle rispettive relazioni:

n-odl' =tdl' = df ; ng - Pdl'y = todl'y = df (3)
Uguagliando le (3) e tenendo presente la relazione:

ndl’ = Jn, - F~ldI, (4)

125



Appendice B

Equazione di conservazione del momento angolare 126
si ottiene:
Jl’lo : F_l : O'dr() =g - Pdro (5)

e, con le opportune semplificazioni:
P=J.'c0 ; o=J'F.P (6)
Utilizzando la seconda relazione delle (5) e inserendola nella (2) abbiamo:
JF-P=(J'F-P)’ (7)

Moltiplicando entrambi i membri per J e calcolando la trasposta della pa-

rentesi si ottiene la relazione generale dell’equazione del momento angolare
F-P=P".FT o) EkijzﬂiFij:F-kPm (8)

J

Nel caso bidimensionale essa si presenta sotto la forma
F11 Py + FiaPyy = Fo1 Py + Foo Py 9)

Nel caso in cui si esprima la tensione nominale in funzione del secondo tensore
di Piola-Kirchhoff (PK2), P = S-F7| si ottiene

F-S-F'=F.S".F” (10)

E utile notare che la conservazione del momento angolare richiede che il

tensore PK2 sia simmetrico.
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Equazione di conservazione

dell’energia

Il principio di conservazone dell’energia, cioe il principio di bilancio del-
I’energia, afferma che la velocita di cambiamento dell’energia totale ¢ equiva-
lente al lavoro fatto dalle forze di massa e dalle forze superficiali piu ’energia
di calore data ad un corpo da un flusso di calore e da altre sorgenti di ca-
lore. Si indichi con pw;,; 'energia interna per unita di volume, dove w;,; €
I’energia interna per unita di massa. Il flusso di calore per unita di area e
indicato dal vettore q e la sorgente di calore per unita di calore ¢ indicata da
ps. La conservazione dell’energia richiede che la velocita di cambiamenteo
dell’energia nel corpo, che include sia energia interna che cinetica, sia uguale
all’energia delle forze applicate e all’energia aggiunta al corpo dalla condu-
zione di calore (e da altre sorgenti di calore).

La velocita di cambiamento dell’energia totale nel corpo e data da:

Ptot — Pint + szn (1)
con
, D 4 , D 1
mt mtdQ kin - - . dQ 2
P DT /Q pw P DT /.3 pv -V (2)

che indicano rispettivamente la velocita di cambiamento dell’energia interna

e cinetica. La velocita del lavoro fatto dalle forze di massa e dalle forze di
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superficie é:

736”:/V-pbdQ+/v~tdF:/vipbidQ-F/UitidF (3)
Q r Q r

L’energia sviluppata dalla sorgente di calore s e dal flusso di calore q e:

Phe“t:/psdQ—/n-qu:/psdQ—/niQidF (4)
Q r Q r

dove il segno del flusso termico di calore € negativo in quanto il flusso di calore

positivo e uscente dal corpo. La relazione della conservazione dell’energia e:
Ptot — Pext 4 rPheat (5)

cioe la velocita di cambiamento dell’energia totale nel corpo (consistente di
energia interna e cinetica) ¢ uguale alla velocita di lavoro fatto dalle for-
ze esterne e dalla velocita di energia sviluppata da un flusso di calore e da
sorgenti di energia. QQuesto & conosciuto come primo principio della termo-
dinamica.

La disposizione dell’energia interna dipende dal materiale. Se il materiale ¢
elastico essa ¢ immagazzianta come energia interna elastica ed ¢ totalmente
recuperabile dopo lo scarico. In un materiale elasto-plastico, parte dell’ener-
gia interna e convertita in calore e parte dissipata nel modificare la struttura
interna del materiale.

Sostituendo le (1,2,3,4) nella (5) si ottiene 'equazione globale di conserva-

zione dell’energia:

D , 1
— (pwmt+—pv-v)dQ:/V-pbdQ+/v-tdF+/p3dF—/n-qu
DT Jq 2 Q r r r

(6)

Facendo riferimento alla (6), ma nella configurazione di riferimento, possiamo

scrivere

d 4 1
E o <p0wznt + §p0V : V) on

(7)
:/ v~p0bon+/ V'tngO—F/ pgsdfo—/ ng - qdly
Qo Ty T'o To
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I1 flusso di calore nella formulazione Lagrangiana totale & definita come ener-
gia per unita di area di riferimento ed e indicata da q per distinguerla dal
flusso di calore per unita di area corrente; essi sono legati tra loro tramite la

relazione:
q=J"F"q (8)

L’energia interna per unita di volume iniziale ¢ collegata all’energia interna

per unita di volume corrente nella (6) come segue:
pow™dQYy = pow™ J1dQ = pyw™ d 9)
Nella (7) la derivata temporale a primo membro puo essere portata dentro il

segno di integrale in quanto il dominio e fissato. Si ha quindi:

2

B dw™ (X, t) ov(X,t)
= / <p°T ooV g |

d 1
— (p w™ + Zpv - v) d
dt Ja, (10)

I secondo termine a destra della (7) puo essere modificato come segue uti-

lizzando la relazione
ng - PdFO = todro (11)

e il Teorema di Gauss:

/V-todroz/ th?droz/ U]TLPFO
To 1) To

B 8 82)] 6]3”
OF;; ) OF”
:/ (8_ZBJ+5XJ )dQ(J:/ ( 5 P+ (Vy-P)- V)on
Qo

(12)

Applicando quindi il teorema di Gauss al termine del flusso di calore dell’E-

quazione (7) otteniamo:

ow'?t 8FT ov(X,t
/Fo <Po a o : P+Vo-q—pos+ (Po%—VO‘P—pob) (V) d€d
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(13)

Il termine contenuto nella parentesi piu interna e I'espressione dell’equazione
del momento pertanto ¢ nullo; di conseguenza, data I’arbitrarieta del dominio

I'integrale svanisce e si ottiene:
.in @wmt X, t . _
Pow t:p—ﬁ(t ):FTip—VO'Q+POS (14)
e in assenza di conduzione di calore o sorgenti di calore:

poi™ = FjiP; =¥ : P =P : F" (15)

L’equazione (14) e (15) rappresentano le equazioni di conservazione di energia

in coordinate Lagrangiane.



Appendice D
Metodo dei Moltiplicatori di

Lagrange

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange o Lagrange Multiplier Method ha
come scopo quello di definire le condizioni al contorno associate all’equazione
differenziale che descrive il problema da trattare. Nel metodo le condizioni
al contorno sono aggiunte alla funzione tramite i moltiplicatori di Lagrange.
In problemi conservativi tale funzione, cioé la funzione da minimizzare, é

rappresentata dal potenziale, come espresso nella relazione (1):
W =W+ Agr =W+ X'g (1)

dove A = {A;} sono i moltiplicatori di Lagrange. I punti di equilibrio si

trovano quindi imponendo:
0=dW, =dW +d(A\rg;) =W +d(ATg)  Vdd e VdX (2)

Da notare che un punto di equilibrio stabile é un punto di minimo rispetto a d
e un punto di massimo rispetto a A, cioé é un punto di sella. Le derivate di (1)

rispetto a d e A si annullanno in corrispondenza del punto di stazionarieta,

cosi che:
ow, oW dgr g1
— = == = 1
(‘3da 8da +>\Iada Ta—i-)\[ada 0 a s Ndof (3)
gr=20 a=1,n¢ (4)
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Le relazioni (3) e (4) indicano un sistema di ng4,f + nc equazioni algebriche.

Riscrivendo la (3) per mezzo della (4) otteniamo:

- 991
int _ pext A =0 5
e R T ()

dove si vede che le condizioni al contorno introducono delle forze addizionali
A10gr/9dd, che sono combinazioni lineari dei moltiplicatori di Lagrange. Se i
vincoli sono lineari, le forze addizionali sono indipendenti dagli spostamenti
nodali.

Per ottenere un modello lineare per le relazioni (3) e (4) consideriamo la loro

espansione di Taylor e imponiamo che sia nulla:

891 or, Jgr d’g1

—Ady, + —A Ady, =
et A G T 9a, R 9d, MM T M ddy0d, " T (6)
g1 .
ad. d, =0 (7)
In notazione matriciale definiamo quindi:
991 gr
G =[Gl [ada] [Harlr [adaadb (®)

Pertanto le relazioni (6) e (7) diventano:

A e

dove A = 9?*W/0dAd . Nel caso di problemi statici lineari con vincoli lineari

Gd = a, l'equazione (9) diventa:

K GT d fezt
- (10)

G O A a
avendo assunto: A = K, K matrice di rigidezza; H; = 0; Ad =de AA =\
Una variante di tale metodo prende il nome di Augmented Lagrangian Method
dove nell’equazione (1) viene considerato un termine aggiuntivo 3 definito

‘penalty parameter’. Quindi, per un dato [, si determinano gli spostmenti d

e i moltiplicatori di Lagrange A cosi che:

Wasld, A, 0) = W(d) + Ag(d) + 558" (d)g(d) ()
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é punto di minimo. Si nota che se § = 0 si ricade nel metodo precedente,
mentre se A = 0 il metodo prende il nome di Penalty method. In esso

I’equazione per ottenere il punto di stazionarieta é:

Wo(d) = W(d) + | fer(d)ei(d) = 0g"s (12)
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